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  .دار به رتي مجموعه
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  دار مكاتبات ي عهده نويسنده *

   دار  رتبهي گيري از مجموعه  نسبتي در نمونهبراورددقت 

  رضا ارقامي ناصر *،مرتضي اميني
  دانشگاه فردوسي مشهد

 در شـرايطي كـه   (Ranked set sampling)دار   رتبـه ي گيري از مجموعه نمونه .چكيده
ي هـا  بنـدي آن در مجموعـه     گيري متغير مورد نظر مشكل و يا پرهزينـه اسـت، ولـي رتبـه               اندازه

طـور تـصادفي بـه     در ايـن شـيوه نمونـه را بـه    . شود گيرد استفاده مي سهولت انجام مي  كوچك به 
بنـدي   طـور جداگانـه رتبـه    نمونـه بـه    برابر تقسيم كرده و اعضاي هر زيري هايي با اندازه  نمونه زير
سماوي و  . شود گيري و ثبت مي    نمونه اندازه   زير امrِ مرتب   ي   آماره ،امr ي  نمونه در زير . شود مي

دار ارائـه كـرده و از آن           رتبه ي   مجموعه ي  شيوه گيري به    نسبتي در نمونه   براوردگر يك   ]7[مطلق  
 بـراورد  فـوق را بـراي       براوردگر ]4[كاديلار و همكاران    .  پارامتر نسبت استفاده كردند    براوردبراي  

همچنـين سـماوي و     . دار به كار گرفتنـد       رتبه ي  گيري مجموعه   ز نمونه ميانگين جامعه با استفاده ا    
دار    رتبـه  ي  گيـري مجموعـه     ها در نمونـه     چندك براورد نسبتي براي    براوردگر از اين    ]8[همكاران  

 نـسبتي در    براوردگـر  دقـت    ي  تر به مقايـسه    شده بيش  با اين حال، در مقالات ذكر     . استفاده كردند 
گيـري تـصادفي سـاده         نسبتي در نمونـه    براوردگردار با دقت       رتبه ي  هگيري مجموع    نمونه ي  شيوه

 رگرسـيوني در    براوردگـر  با ميانگين نمونـه و       براوردگر دقت اين    ي   مقايسه ي  لهئپرداخته و به مس   
تـر   در اين مقاله بـه بررسـي بـيش   . دار كمتر توجه شده است      رتبه ي  عهوگيري مجم    نمونه ي  شيوه
دار و همچنـين    رتبـه ي گيـري مجموعـه    نـسبتي در نمونـه  براوردگـر  ميزان دقـت    براورد ي  شيوه

شـده   گيـري ذكـر      نمونـه  ي  هاي ميانگين در شـيوه    براوردگر با ساير    براوردگر جامع اين    ي  مقايسه
  .پردازيم مي
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  مقدمه-1

ايـن  .  معرفي شـد   ]5[ اولين بار توسط مك اينتاير       دار  رتبه ي   از مجموعه  گيري  نمونهمفهوم  
بنـدي    متغيري خاص مشكل و يا پرهزينه است، ولي رتبه         گيري  اندازهي كه   شيوه در شرايط  

در اين شـيوه ابتـدا      . شود گيرد استفاده مي   سهولت انجام مي   هاي كوچك به    در مجموعه   آن
nي  اي به اندازه   نمونه k=  تقسيم كـرده و  k ي اندازه نمونه به  زيرkطور تصادفي به  را به2

گيـري بـصري يـا بـه هـر           طور جداگانه و بر اساس انـدازه       نمونه را به   سپس اعضاي هر زير   
بندي  گيري دقيق مقادير نداشته باشد، رتبه       ديگر كه نياز به اندازه     ي  هزينه طريق ساده و كم   

ام دقيقـاً   rصـعودي مرتـب كـرده و مقـدار مرتـب          ترتيـب    ام را به  rي  نمونه زير. كنيم مي
 k ي   كامل به انـدازه    ي  اين فرايند تا به دست آمدن يك نمونه       . شود  و ثبت مي   گيري  اندازه

)ام را با    rي    نمونه ام در زير  r ي  متغير تصادفي مرتب شده   . كند ادامه پيدا مي   )
:
r

r kX   نـشان 
)هـا از يكـديگر     نمونه دليل مستقل بودن زير    به. دهيم مي )

:
r

r kX    هـا از هـم مـستقل هـستند .
تـايي از   kي  ام در يـك نمونـه     r مرتـب  ي  ها با توزيـع آمـاره      اي آن  همچنين توزيع حاشيه  

krXجامعه،   طور كه مك اينتاير نشان داده است، ميانگين         بدين ترتيب همان  . ، برابر است  :
همچنـين كـارايي    . ي نااريب از ميانگين جامعـه خواهـد بـود         براورد ،دست آمده ه   ب ي  نمونه

 تنهـا كمـي     k ي  انـدازه   تـصادفي بـه    ي   نسبت به ميانگين يك نمونـه      براوردگرنسبي اين   
)تر از    كوچك )k +1

2  در شـرايطي كـه      دار  رتبـه  ي   از مجموعه  گيري  نمونهدر واقع   .  است 1
صورتي بصري قابل انجـام باشـد        ها باشد و يا به     گيري آن  تر از اندازه   ها آسان  بندي داده  رتبه

  .بسيار مفيد و كارا خواهد بود
هـا آسـان     نمونـه  بندي متغير مورد علاقه در زير      ر نظر بگيريد كه رتبه    حال شرايطي را د   

بنـدي   نباشد، اما بتوان از يك متغير كمكي با همبستگي زياد با متغير مورد علاقه كه رتبـه                
 و متغيـر    Yفرض كنيد متغير مورد علاقـه را بـا          . پذير است استفاده نمود    بصري آن امكان  

) متناظر با    ي  اگر متغيرهاي تصادفي مورد علاقه    .  نشان دهيم  Xبا  كمكي را    )
:
r

r kX   ها را با
( )

[ : ]
r

r kY                اي   مشخص كنيم، اين متغيرها نيز از يكديگر مستقل بـوده و داراي توزيـع حاشـيه
تـايي از جامعـه، يعنـي        k ي  يـك نمونـه   هاي ترتيبـي در      يكسان با متغيرهاي همراه آماره    
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[ ]:r kY هـا   آن.  بررسـي شـد    ]3[چنين شرايطي اولـين بـار توسـط دل و كلاتـر             . ها هستند
] را با ميانگين Yميانگين متغير تصادفي ]

( )
:
r

r kYها يعني  

[ ]
( )

: :

k
r

k k r k
r

Y k Y−

=

= ∑1
1

  
]تك   توزيع بودن تك   با توجه به هم   .  كردند براورد ]

( )
:
r

r kY   ها با[ ]:r kY   كـه    ها و ايـن[ ]:r kY  هـا
kkY هـستند،  Yμها با ميـانگين iYتوزيع   تصادفي مستقل و همي يك جايگشت از نمونه    : 

 بـراورد  معرفي شده توسط دل و كلاتر براي         ي شيوه.  است Yμ نااريب براي    براوردگريك  
هـاي    با اندازه  X از گيري  نمونه و شرايطي كه در آن       ]10 [، ضريب همبستگي  ]9[واريانس  

  .اند يافته  پذيرد تعميم متفاوت صورت مي
 اطلاعـات   Y با توجه به همبستگي بالاي خود با متغير مورد علاقه،          Xتغير كمكي،   م

 در  وداطلاعات موج .  در بر دارد   ،Yμ بخصوص   ،Yي  زيادي در خصوص پارامترهاي جامعه    
ترهاي توزيع متغير مورد علاقه در صورت وجـود همبـستگي بـالا             متغير كمكي درباره پارام   

ميان متغير كمكي و متغير مورد علاقه، كه در اكثر موارد برقرار است، بسيار مفيـد و قابـل                   
 ي  شـيوه   بـه  گيـري   نمونـه  رگرسـيوني در     براورد به بررسي    ]12[يو و لام    . توجه خواهد بود  

  .اند  پرداختهدار رتبه ي مجموعه
هاي نسبتي در شرايطي كه همبستگي مثبت بالايي بين متغير كمكي و متغير             براوردگر
 ميانگين نمونه برخوردار    براوردگرجود داشته باشد، از كارايي بالايي نسبت به         ومورد علاقه   

) نسبتي بر اساس مقـادير    براوردگردر اين مقاله به بررسي      . هستند )
:
r

r kX  هـا و[ ]
( )
:
r

r kY  هـا در
در .  شامل مفاهيم اوليه است    2بخش  . پردازيم  مي دار  رتبه ي   مجموعه ي  شيوه  به گيري  نمونه

 ميانگين  براورد براي   دار  رتبه ي   مجموعه ي  شيوه  به گيري  نمونه نسبتي در    براوردگر 3بخش  
 براوردگـر هـاي دوم خطـاي تقريبـي          اريبي و مجموع توان    ي  را معرفي نموده و به محاسبه     

هـا يعنـي    براوردگر بـالا بـا سـاير        براوردگـر  ي   به مقايـسه   4بخش  . پردازيم شده مي  رفيمع
 نـسبتي در    براوردگـر ،  دار  رتبـه  ي   مجموعـه  ي  شـيوه   بـه  گيـري   نمونـه  ميانگين در    براوردگر

 ي   مجموعـه  ي  شـيوه   بـه  گيـري   نمونـه  رگرسـيوني در     براوردگر تصافي ساده و     گيري  نمونه
شـده را در توزيـع نرمـال دومتغيـره            كاربرد مـوارد مطـرح     ،ياندر پا .  اختصاص دارد  دار  رتبه

  .كنيم بررسي مي
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 مفاهيم اوليه -2

)فرض كنيد    ) ( ){ }, , , ,n nX Y X Y1 1 n ي  تـصادفي بـه انـدازه      ي   نمونه … k=  بـا تـابع     2
YXPاحتمال توأم   ) جرم(چگالي   .  باشند YP و XPاي   هاحتمال حاشي ) جرم( و توابع چگالي     ,

XEX)(همچنــــين قــــرار دهيــــد    =μ ،( )X XE Xσ μ= −2 2 ،)(YEY =μو  
( )Y YE Yσ μ= −2 krXتايي را بـا     k ي   در يك نمونه   Xام  r مرتب ي آماره. 2 ، متغيـر   :

]همراه آن را با      ]:r kY     ترتيـب بـا      ها را بـه    اي آن  احتمال حاشيه ) جرم( و توابع چگاليrf  و 
[ ]rfتوان نشان داد كه آساني مي  به احتمالات كلي با استفاده از قضيه. دهيم  نشان مي  

( ) ( ) ( ) [ ] ( ), .
k k

X r Y r
r r

P x f x P y f y
k k= =

= =∑ ∑
1 1

1 1  
  كنيم حال تعريف مي

( ) ( ) [ ] [ ]( ): :, ,r kr r r kE X E Yμ μ= =  

( ) ( )( ) [ ] [ ] [ ]( ): :, ,r kr r r r k rE X E Yσ μ σ μ= − = −
222 2  

( ) ( ) [ ] [ ], ,X Yr r r rτ μ μ τ μ μ= − = −  

( )
( )

[ ]
[ ], ,

kk
rr rr

k k
X Y

k k
ττ

α α
σ σ

==− −= =
∑∑ 22

111 1
2 22 2  

( ) [ ]

( ), .
k

r rr
p k

X Y

k
τ τ

α
σ σ
=−=

∑ 11  
,شوارتز داريم   -بنا به نامساوي كوشي    ( ) [ ]p k k kα α α≤2

2  كه در آن تساوي تحت مدل       2
  داريم) 1(با توجه به . برقرار است) 6(خطي 

( ) [ ], ,
k k

r X r Y
r r

k kμ μ μ μ
= =

= =∑ ∑
1 1

  

( ) ( )( ) [ ] [ ]( ), .
k k

X Yr k r k
r r

k kσ σ α σ σ α− −

= =

= − = −∑ ∑1 2 2 1 2 2
2 2

1 1
1 1  

]با توجه به استقلال      ]
( )
:
r

r kYها، ( ) [ ]( ):var k k Y kY k σ α−= −1 2
اين كارايي نـسبي     بر بنا. 21

kkY    از جامعه، برابر است باk ي  تصادفي به اندازهي ، ميانگين نمونهkY نسبت به :
[ ]( )RE .kα

−
= −

1
21  

)1( 
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)بـه همـين ترتيـب،     )
: :

k r
k k r kr

X k X−
=

= ∑1  بـا واريـانس   Xμ نااريـب بـراي   براوردگـر   1
( ) ( )( ):var k k X kX k σ α−= −1 2

  . است21

   نسبتيراوردگرب -3
هـاي مرتـب و متغيرهـاي همـراه           نسبتي بر اساس آماره    براوردگردر اين بخش به بررسي      

شرايطي را در نظـر بگيريـد       . پردازيم  مي دار  رتبه ي   مجموعه ي  شيوه گيري به  ها در نمونه   آن
همچنـين  . صفر باشـد دار مثبت و دور از   ، ميانگين متغير كمكي معلوم كران     Xμكه در آن    

xشود كـه     در اين مقاله فرض مي    

y

C
Cδ ترتيـب    بـه  yC و   xC مثبـت باشـد، كـه در آن          =

ه شـده و در     ها در نظر گرفت    اين شرط براي سادگي مقايسه    .  هستند Y و   Xضرايب تغيير   
 در بسياري از موارد كاربردي      ،شده  شرط ياد  ،علاوه بر آن  . كند نتايج كلي تغييري ايجاد نمي    

 ـ       گيـري   هـاي نـسبتي در نمونـه      براوردگردسـت آوردن    ه  در استفاده از متغير كمكي براي ب
  شود صورت زير تعريف مي  بهبراوردگراين . تصادفي ساده برقرار است

,ˆ : XkkR R μμ −  
:كه در آن 

::
k k

k k

Y
k k XR   .ه داريمدر ابتدا نياز به اثبات قضي. =

   با استفاده از تعاريف فوق داريم-1قضيه 
( ) ( ) ( ) [ ]: :cov , cov , .

k

k k k k r r
r

X Y k X Y k τ τ− −

=

= − ∑1 2

1
  

)كه    با توجه به اين    .برهان )
( )( ) [ ]

( )
[ ]( ): :

r r
r k r r k rX Yμ μ− صورت جايگشتي از    توان به   را مي  −

( )( ) [ ]( )i ir rX Yμ μ−   اريمها در نظر گرفت، لذا د−
( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) [ ] [ ]( )( )
( )

[ ]
( )( ) ( ) [ ]: :

cov , E

E

cov ,

k

r X r Y
r

k

r X r Yr r r r
r
k k

r r
r k rr k r

r r

k X Y X Y

X Y

X Y

μ μ

μ μ μ μ μ μ

τ τ

=

=

= =

= − −

= − + − − + −

= +

∑

∑

∑ ∑

1

1

1 1

  

)با توجه به مستقل بودن  )
:
r

r kXطور مشابه براي  ها از يكديگر و به[ ]
( )
:
r

r kYها داريم  

)2( 
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( ) ( )
[ ]
( )( ): : : :cov , cov , .

k
r r

k k k k r k r k
r

X Y k X Y−

=

= ∑2

1
  

  .و اثبات تمام است

 نسبتي  براوردگرهاي دوم خطاي تقريبي       اريبي و ميانگين توان    ي   محاسبه -1-3
  هابراوردگر آن با واريانس ساير ي ايسهو مق

 اريب  ، تصادفي دومتغيره  ي   نسبتي براساس نمونه   براوردگرهمانند  ) 2(شده در     داده براوردگر
  .صورت زير قابل محاسبه است  بهRμ̂ براوردگراريبي . است

( ) ( ) ( )
( )

( )

: :
: :

:

: :

E
E E

E

cov ,

k k k kY
k k k k

X k k

k k k k

X

R X
R R

X

R X

μ
μ

μ

− = −

−
=

  

هـاي   يزان اريبي و همچنين ميانگين توان     دست آوردن فرمولي تقريبي براي م     ه  براي ب 
  كنيم  فرض ميRμ̂ براوردگردوم خطاي 

,
i X i

i Y i

X
Y

μ ε
μ ε

= +
′= +

  
ε و εكه در آن     . شان هستند  ي ها  حول ميانگين  Y و Xترتيب خطاهاي تصادفي      به ′

  هاي ترتيبي داريم بدين ترتيب براي آماره
( )

[ ] [ ]

:

: ,
r k X r

Yr k r

X

Y

μ ε

μ ε

= +

′= +
  

)كه در آن  )rεو [ ]rε iε وiε متغيرهاي′ krX متناظر با ′ ] و: ]:kYتند هس.  
kkYkkYوضوح  به :: εμ ′+= ،kkYkkX :: εμ ) و=+ ) ( ): :E Ek k k kε ε ′= =.  

)توان نشان داد كه    آساني مي  همچنين به  ) ( )cov , cov ,X Yε ε ′ =  ،[ ]( ) [ ]E r rε τ′  و  =
( )( ) ( )E r rε τ= .علاوه بر آن  

( ) ( )
( )( )

: :var Ek k k k X

k

X

k X

ε μ

σ α−

= −

= −

2

1 2
21

  

■ 
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  و
( ) ( ) [ ]( )

( ) ( )( ) [ ]( )
( ) ( ) [ ]

: :cov , cov ,

cov , E E

cov , .

k

k k k k r r
r

k

r r
r

k

r r
r

k

k k

k X Y k

ε ε ε ε

ε ε ε ε

τ τ

−

=

− −

=

− −

=

′ ′=

′ ′= −

= −

∑

∑

∑

2

1

1 2

1

1 2

1

  

  اين بر بنا
:

:
:

: : .

Y k k
k k

X k k

k k k kY

X Y X

R μ ε
μ ε

ε εμ
μ μ μ

−

′+
=

+

′⎛ ⎞⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

1

1 1
  

دار و دور     و همچنين كـران    kk:εبا توجه به خنثي شدن جملات مثبت و منفي خطا در            
k:توان فرض كرد كه       مي Xμاز صفر بودن     k

X

ε
μ < اين با در نظـر گـرفتن جمـلات          بر بنا. 1

)ابتدائي بسط  ):k k

X

ε
μ

−
+

  توان نوشت  مي11

( ): :
:

: : : : : .

i
ik k k kY

k k
iX Y X

k k k k k k k k k kY

X Y X X X Y

R ε εμ
μ μ μ

ε ε ε ε εμ
μ μ μ μ μ μ

∞

=

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞′ ′⎛ ⎞
⎜ ⎟≈ + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
0

2

1 1

1
  

kkRبدين ترتيب اريبي تقريبي   آيد دست ميه صورت زير ب  به:
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( ) ( )

( )

( )

( ) [ ]

( )( ) ( )( )

: :

:
: :

,

B E

E cov ,

[

]

.

Y
k k k k

X

k kY
k k k k

X X X Y

k
Y

X r
rX X

k

X Y r r
rX Y

Y
X X Y p kk

X

R R

k k

k k

C C C
k

μ
μ

εμ ε ε
μ μ μ μ

μ σ τ
μ μ

ρσ σ τ τ
μ μ

μ α ρ α
μ

− −

=

− −

=

= −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟′≈ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − −

∑

∑

2

1 2 2 2
2

1

1 2

1

2
2

1

1

1

1 1

  

kkRهاي دوم خطاي همچنين ميانگين توان   برابر است با  :

( )

[ ] ( )

( ) [ ]

: :
:MSE E k k k kY

k k
X Y X

k k
Y

Y X rr
r rX Y X

k

X Y r r
rX Y

R

k k k k

k k

ε εμ
μ μ μ

μ σ τ σ τ
μ μ μ

ρσ σ τ τ
μ μ

− − − −

= =

− −

=

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≈ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
⎞⎛ ⎞

− − ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎠

∑ ∑

∑

2 2

1 2 2 2 1 2 2 2
2 2

1 1

1 2

1

1 12

2

  

  در نتيجه
( ) [ ] ( )( ) ( )( ),ˆMSE .Y

R p kkkk
σμ α δ α δ ρ α≈ − + − − −

2
2

221 1 2  

  مقايسه -4
 ـ) 2( نـسبتي    براوردگـر  ي  در اين بخش بـه مقايـسه        Yμهـاي براوردگر برخـي ديگـر از       اب

  .پردازيم مي

)3( 
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 ردگـر براوگيـري تـصادفي سـاده و      نسبتي در نمونـه  براوردگر مقايسه با    -1-4
  دار رتبه ي گيري از مجموعه ميانگين در نمونه

  گيري تصادفي ساده است اگر  نسبتي در نمونهبراوردگركاراتر از  Rμ̂ ،)3(با استفاده از 
( ) [ ] , .p kk kδ α α δα+ − >2

2 2 2  
ــه  از آن ــا كـ ) جـ )kα ) و 2< ) [ ],p k k kα α α≤2

2 ــرط ، 2 ــرار) 4(شـ ــر برقـ ــت مگـ   اسـ
( ) [ ],p k k kα α α=2

2 بخش بعدي خواهيم ديد چنـين شـرايطي تحـت           طور كه در زير    همان .2
  .مدل خطي بدون عرض از مبدأ برقرار هستند

kkY كاراتر از Rμ̂ همچنين   است اگر :
( )( ) ( ), ,p kkδ α δ ρ α− − − <2

21 2  
  يا

( )( ) , .p kk
δρ α α> − +212  

kkY  نسبت بهRμ̂ ايي نسبيكار   تقريباً برابر است با :

( ) ( )

[ ]
( )

[ ]

,RE .k p k

k k

α ρ α
δ δ

α α

−
⎛ ⎞− −
⎜ ⎟≈ + −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1
2 2

2 2

1
1 21 1  

   يك مدل خطي-2-4
   تحت مدل خطيRμ̂بخش به بررسي خصوصيات  در اين زير

( )Y
i Y i X i

X

Y Xσμ ρ μ ε
σ

= + − +  
  )6( كه تحت توان نشان داد آساني مي به. پردازيم مي

[ ] ( ) .r r

Y X

τ τ
ρ

σ σ
=  

  اين بر بنا

)4( 

)5( 

)6( 
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( )

[ ] ( )

, ,

.
p k k

kk

α ρα

α ρ α

=

=

2
2

22
  

   تقريباً برابر است باRμ̂هاي دوم خطاي   در اين حالت ميانگين توانلذا
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )ˆMSE .Y

R k k kk
σμ ρ α δ α ρδ α≈ − + − − −

2
2 2

2 2 21 1 2 1  
  همچنين

( ) ( )( )( ):B .Y
k k X X Yk

X

R C C C
k
μ α ρ
μ

= − −2
2

1 1  

   رگرسيونيبراوردگر مقايسه با -1-2-4
  شكل  رگرسيوني بهبراوردگر خصوصيات ]12[ و لام يو

( ): :
ˆˆ ,reg k k X k kY Y Xβ μ= + −  

  كه در آن
( )( ) [ ]

( )( ): : ::
ˆ

k
r r

r k k k k kr k
r

X X Y Yβ
=

= − −∑
1

  
 Yμ فـوق بـراي      براوردگـر ها نشان دادنـد كـه        آن. مطالعه نمودند ) 6(را تحت مدل خطي     

  نااريب بوده و واريانس آن برابر است با
( ) ( )[ ]ˆvar ,Y

reg zY
k
σ ρ η= − +

2
21 1  

  كه در آن
:E ,
k

k k
z

Z

Z
S

η
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2  

  كه
( )

( ):
: :

rk k
rr k X

K k r k
r rX

XZ k k Zμ
σ

− −

= =

⎛ ⎞−
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑1 1

1 1
  

  و
( )( ): : .

k

k
r

Z r k k k
r

S k Z Z−

=

= −∑
22 1

1
  

)7(  

)8( 

)9( 
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   است اگرregŶ كاراتر از Rμ̂، )9(و ) 7(بر  در نتيجه بنا
,ρρ

Ω + Λ +Γ <2  
  كه در آن

( )

( ) ( )( )
,zk

k

α η

δ α

Ω = − +

Λ = − −

2

2

1
2 1

  

  و 
( ) ( )( ) .zkδ α ηΓ = − −2

21  
 regŶ بـه    Rμ̂كـارايي نـسبي     .  بررسي خواهد شد   4-2-4بخش   در زير ) 10(نامساوي  

  تقريباً برابر است با
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )RE .z k k kρ η ρ α δ α ρδ α

−

≈ − + − + − − −
12 2 2

2 2 21 1 1 1 2 1  
  

  هابراوردگر مقايسه با ساير -2-2-4
گيري تصادفي ساده اسـت      نسبتي در نمونه   براوردگر از    كاراتر Rμ̂شود كه    نتيجه مي ) 7(از  
  اگر

.δ ρδ ρ− + >2 22  
ρδنامساوي اخير همواره برقرار است مگر        همچنين تحت مدل خطي، نامـساوي      . =

  صورت به) 5(
( )( ) ( )k k

δρ α ρα> − +2 212  
  آيد كه معادل است با در مي

.δρ > 2  
گيـري    ميـانگين در نمونـه     براوردگـر  نسبتي به    براوردگرهمان شرط ترجيح    ) 13(شرط  

  علاوه بر اين داريم. تصادفي ساده است

)10( 

)11( 

)12( 

)13( 



 رضا ارقامي ناصر مرتضي اميني،  38

 ................................... 27-46، صص 1387 بهار و تابستان، 1  ي ، شماره19سال مطالب آماري،   گزيده ....................................

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

( )
RE .k k

kk

α α
δ ρ δ

ρ α ρ α

−
⎛ ⎞− −
⎜ ⎟≈ + −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1
2 2 2

2 2
22

1 1
1 21 1  

   مدل خطي بدون عرض از مبدأ-3-2-4
δρبدون عرض از مبدأ داريم ) 6(تحت مدل خطي  ) در نتيجه. = ):B k kR    و≈

( ) ( )ˆMSE ,Y
R k

σμ ρ≈ −
2

21  
zηكه   كه با توجه به اين     ) از ،< )ˆvar regY   در ايـن    )13(شـرط   . تر اسـت   كوچك) 9( در ،

  .وضوح همواره برقرار است حالت به
به تـساوي تبـديل     ) 12(از طرف ديگر، تحت مدل خطي بدون عرض از مبدأ نامساوي            

 و  دار  رتبـه  ي  گيـري از مجموعـه      نـسبتي در نمونـه     براوردگـر شود و در نتيجـه كـارايي         مي
  .گيري تصادفي ساده با هم برابرند نمونه

توان چنين نتيجه گرفت كه اگرچه تحت مدل خطي بدون عـرض از               از بحث اخير مي   
 است، در ايـن      رگرسيوني و ميانگين   براوردگر نسبتي تقريباً نااريب و كاراتر از        براوردگرمبدأ  

 نيـست و بهتـر      دار  رتبـه  ي   مجموعه ي  شيوه گيري به  حالت، نيازي به استفاده از روش نمونه      
.  نمود براوردگيري تصادفي ساده      نسبتي در نمونه   براوردگراست كه ميانگين را با استفاده از        

يوني و   رگرس ـ براوردگر نسبتي از هردو     براوردگر شرايطي كه    ي  اين بايستي به مطالعه    بر بنا
چنـين شـرايطي در     . ميانگين در يك مدل خطي با عرض از مبـدأ كـاراتر اسـت بپـردازيم               

 در مثال توزيـع نرمـال دومتغيـره بـه بررسـي             بعداًبخش بعد مورد بررسي قرار گرفته و         زير
  .تر آن پرداخته شده است دقيق

   بحث-4-2-4
δρريم، يعني گي با عرض از مبدأ را در نظر مي) 6(بخش مدل خطي  در اين زير ≠.  
  را در نظر گرفته و قرار دهيد) 10(نامساوي 

( )( )( )/ ( ) .z zkη α δ η⎡ ⎤′Δ = Λ −ΩΓ = − − +⎣ ⎦
2 2

24 1 1  

)14( 
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)جداول آماري    )rμ  هـاي اسـتاندارد بـراي       ي تمامي توزيع  رادهند كه تقريباً ب     نشان مي
X      ،مثل نرمال، نمايي، يكنواخت و غيره ، ( )kα <2 zηهمچنين).  را ببينيد  ]1[ (1  و در   <

Ωنتيجه    .گيريم حال سه حالت زير را در نظر مي. <
1- δ = zη′Δدر اين حالت : 1 =    كاراتر است اگرregŶ از Rμ̂اين  بر بنا. 2<

( )

( )
.zk

zk

α η
ρ

α η

− −
>

− +
2

2

1
1  

2- δ < )داريم: 1 )( )( )z zkη α δ η⎡ ⎤′Δ = − − + >⎣ ⎦
2

21 ازاي   بـه  Rμ̂ايـن    بر بنا. 1
ρ ρ ρ− < <1   ، كه در آن1

( )( )
( )

, ,
k

i
zk

i
i

δ α
ρ

α η

′− + Δ
= = −

− +
2

2

1
1 11  

  . كاراتر استregŶاز 
3- δ > ــر : 1 اگ

( )

z

k

η
αδ −< < +

211 ــم1 Δ′، داري ــا< ــر  و بن ــن  ب ــهRμ̂اي ازاي   ب
ρ ρ ρ− < <1 اگر  .  كاراتر است  regŶ از   1

( )

z

k

η
αδ −= +

Δ′، داريم   211 ، در اين   =
ــاراتر اســـت، مگـــر بـــراي  regŶ از Rμ̂صـــورت ρ كـ δ −= ــر . 1 ــاً اگـ نهايتـ

( )

z

k

η
αδ −> +

Δ′، داريم 211   . كاراتر استRμ̂ همواره از regŶ و >
 تمام مقـادير     ازاي  بهكه  آساني نشان داد     توان به  مي

( )

z

k

η
αδ −< +

211  ،ρ <1 همچنـين،  . 1
ازاي  بــه

( )

z

k

η
α δ−− < <

211 ) داريــم 1 )

( )

zk

zk

α η

α ηρ
− −

− − +> 2

2

1
1 ازاي  بــه. 1

( )

z

k

η
αδ −< < −

 داريــم 211
( )

( )

zk

zk

α η

α ηρ
− −

− − +< 2

2

1
1 1.  

δتوان نتيجه گرفت كه براي       از بحث بالا مي    = 1  ،Rμ̂ تـري از     بـزرگ  ي  ازاي بـازه    به
 بـه    1 از   δطول ايـن بـازه بـا افـزايش        .  كاراتر است  regŶ از   ρمقادير

( )

z

k

η
α−+

 و يـا    211
 به 1كاهش آن از 

( )

z

k

η
α−−

  .يابد  كاهش مي211
ازاي مقــادير  بــه. كنــد هــا تغييــر مــيبراوردگر، رفتــار δ مقــاديري خــارج از ايــن بــازه

( )

z

k

η
αδ −≥ +

ت، بـه    كاراتر اس  regŶ از   Rμ̂ها ازاي آن  كه به ρ مقاديري از  ي   طول بازه  211



 رضا ارقامي ناصر مرتضي اميني،  40

 ................................... 27-46، صص 1387 بهار و تابستان، 1  ي ، شماره19سال مطالب آماري،   گزيده ....................................

ازاي مقـادير    امـا بـه   . شـود   رگرسـيوني تـرجيح داده مـي       براوردگررسد و در نتيجه      صفر مي 
( )

z

k

η
αδ −< < −

 كاراتر است، بـه سـمت       regŶ از   Rμ̂ها    آن ازاي  به كه   ρ مقادير ي   بازه 211
 ايـن  ازاي بـه  اسـت كـه   ايـن بـه ايـن معنـي    . يابد  افزايش ميچپ انتقال يافته و طول آن    

تـر نيـز تـرجيح داده         نسبتي حتي براي مقادير همبستگي مثبت كوچك       براوردگر،  δمقادير
كـاراتر   regŶ از   Rμ̂هـا     آن ازاي  به كه   ρ مقادير ي   به صفر بازه   δبا ميل كردن    . شود مي

 متقارن   ي  است، به بازه  
( ) ( )( ),z z

z zk k

η η
α η α η− + − +−

2 21 جا بايـد يـادآور      در اين . شود  نزديك مي  1
  .باشند  ميRμ̂هاي دوم خطاي تقريبي  بر اساس ميانگين توان،شده شويم كه نتايج بيان

)كـه    دهـد  ، جداول آماري نشان مي    kبراي مقادير بزرگ     )kα2    كنـد   ميـل مـي    1 بـه .
 zηدهدكـه    نـشان مـي   ) 1شـكل ( تكـرار    100000اي بـا     سازي رايانـه   همچنين يك شبيه  

 بسيار آهسته به صـفر ميـل        k  ،Ω→∞اين وقتي    بر بنا. كند سرعت به صفر ميل مي     به
  . را در حالت خطي ان در نظر بگيريم) k ،)10توانيم براي مقادير بزرگ  كند نمي مي

  
   در سه توزيع متداولk در مقابلzηمنحني -1شكل 

δبراي حالت    = 1  ،( )

( )

zk

zk

α η

α η

− −

− +
2

2

1
، kكند و در نتيجه بـراي مقـادير بـزرگ           ميل مي  1 به   1

 بـر   ρ1 و   ρ−1 به صـفر، حـدود       zηبا ميل كردن    . شود  رگرسيوني ترجيح داده مي    براوردگر
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، kتوان نتيجه گرفت كه براي مقـادير بـزرگ          گرچه از اين بحث مي     .شوند هم منطبق مي  
 سـازگار  براوردگـر جا كه هر دو       نسبتي است اما از آن     براوردگر رگرسيوني كاراتر از     براوردگر
 رگرسـيوني   براوردگـر  نسبتي را به جـاي       براوردگرتوان    مي k مقادير بزرگ    ازاي  بههستند  

ايـن اسـت كـه قـرار دهـيم          ) 13(و  ) 12(،  )10(يك راه ساده بـراي تركيـب        .استفاده نمود 
kρ δ= كه در آن ،/k >0 5 ،k ≠    و1

( ) ( ) .z k
k
k

η α−
> −

−

2

22
1 1
1

  

 رگرسـيوني در    راوردگرب ميانگين و    براوردگر نسبتي كاراتر از     براوردگر) 15(تحت شرط   
گيري تصادفي ساده     نسبتي در نمونه   براوردگر و همچنين    دار  رتبه ي  گيري از مجموعه   نمونه
  .است

   توزيع نرمال دومتغيره-5-2-4
تـرين توزيـع دومتغيـره يعنـي         شده در بخش قبل را براي معمول       در اين بخش شرايط بيان    

طوركـه واترسـون    نرمال دومتغيـره همـان  در توزيع  . كنيم توزيع نرمال دومتغيره بررسي مي    
   نشان داده است داريم]11[

[ ] ( ) .r r

Y X

τ τ
ρ

σ σ
=  

  ين ترتيبه اب
( )

[ ] ( )

, ,

.
p k k

kk

α ρα

α ρ α

=

=

2
2

22
  

  اين  بر بنا
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )ˆMSE .Y

R Y X X Yk k kC C C C
k
μμ ρ α α ρ α≈ − + − − −

2
2 2 2

2 2 21 1 2 1  
YXدر حالت  CC    داريم=

( ) ( ) ( ) ( )( )ˆMSE .Y
R kk

σμ ρ α ρ≈ − − −
2

2
22 1 1  )16( 
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هاي دوم خطـا      ميانگين توان  ي  شده براي محاسبه   زان دقت تقريب استفاده   براي آزمودن مي  
YXدر حالتي كه   CC هـاي   دار و دور از صفر است، مقادير ميـانگين تـوان            كران Xμ و   =

گيـري    تكـرار نمونـه    10000اي بـا اسـتفاده از        سـازي رايانـه    دوم خطا با اسـتفاده از شـبيه       
X از توزيع نرمـال دومتغيـره بـا پارامترهـاي            دار  رتبه ي   مجموعه ي  شيوه به Yμ μ= =  و  10

X Yσ σ= = ) مقادير   ازاي  به و   1 )/ / / , /ρ =0 6 0 1 0 9 0 ) و   95 )k = 2 2  تا سه رقم اعشار     10
  .ايسه شده استمق) 16(شده در   با مقادير تقريبي محاسبه1محاسبه و در جدول 

  .شود اختلاف اين مقادير بسيار ناچيز است طوركه مشاهده مي همان
  همچنين

( ) ( )( )( ):B .Y
k k X X Yk

X

R C C C
k
μ α ρ
μ

≈ − −2
2

1 1  
nهاي ترتيبي نرمال استاندارد براي       مقادير ميانگين آماره   ≤ يرسـون و     توسـط پـي    200

) كافي بزرگ ي  اندازه  به يkبراي مقادير .  داده شده است   ]6[هارتلي   )kα ≈2 عبـارت   بـه . 1
nتر براي    دقيق > 51  ،( ) /kα− <21 0 . گرايـد   اريبي به صفر مـي     kاين با افزايش   بر بنا. 05

Xازاي  بههمچنين  

Y

C
Cρ  ـ.  اريبي تقريباً برابر صفر اسـت      = YXخـصوص اگـر      هب CC  بـا   =

YXدر حالت . گرايد  اريبي به صفر مي، به يكρنزديك شدن  CC    داريم=
( ) ( )( )( ):B .X Y

k k k
X

CR
k

μ α ρ
μ

≈ − −
2

21 1  
  تـصادفي  ي   نـسبتي در يـك نمونـه       براوردگـر  از   Rμ̂) 12(علاوه بر اين با توجـه بـه         

  تر است اگر دومتغيره دقيق
.X X

Y Y

C C
C C

ρ ρ
⎛ ⎞

+ − >⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
21 2  

  .وضوح همواره برقرار است شرط فوق به
  آيد صورت زير در مي به) 5(همچنين نابرابري 

( )( ) ( )
X

k k
Y

C
C

ρ α ρα> − +2 212  
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و ) عـدد اول هـر سـطر      (هـاي دوم خطـاي تقريبـي          مقادير ميانگين توان   -1جدول  
 تغييـر   در يك توزيع نرمال دومتغيـره بـا ضـرايب         ) عدد دوم هر سطر   (شده   سازي شبيه
 اي يكسان حاشيه

ρ  
k  6/0  7/0  8/0  9/0  95/0  

2  375/0  
387/0  

286/0  
295/0  

194/0  
197/0  

098/0  
098/0  

050/0  
049/0  

4  177/0  
174/0  

137/0  
139/0  

094/0  
095/0  

049/0  
049/0  

025/0  
025/0  

6  115/0  
116/0  

090/0  
093/0  

062/0  
062/0  

032/0  
032/0  

016/0  
016/0  

8  085/0  
085/0  

067/0  
065/0  

046/0  
047/0  

024/0  
024/0  

012/0  
012/0  

10  067/0  
066/0  

053/0  
053/0  

037/0  
037/0  

019/0  
019/0  

010/0  
010/0  

 مقادير كارايي نسبي تقريبي درتوزيع نرمال دومتغيره با ضرايب تغيير -2جدول 
 اي يكسان حاشيه

ρ  
k  6/0  7/0  8/0  9/0  95/0  
2  18/1  47/1  06/2  77/3  19/7  
4  12/1  31/1  68/1  75/2  89/4  
6  09/1  23/1  51/1  30/2  88/3  
8  07/1  19/1  41/1  04/2  29/3  

10  06/1  16/1  34/1  87/1  92/2  
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kkY ازRμ̂ع نرمال دومتغيرهاين در توزي بر بنا   تر است اگر  دقيق:

.X

Y

C
C

ρ > 2  
 ي   ميانگين در يك نمونـه     براوردگر نسبتي به    براوردگركه همان شرط تقريبي براي ترجيح       

  علاوه بر اين . است ه دومتغيري ساده تصادفي
( )

( )

( )

( )
RE .k kX X

Y Yk k

C C
C C

α α
ρ

ρ α ρ α

−
⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟≈ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

12
2 2

2 2
2 2

1 1
1 21 1  

YXوص در حالت    خصه  ب CC ρبه صورت   ) 5( شرط   = > 1
آيد و مقـدار تقريبـي        در مي  2

  كارايي نسبي برابر است با
( )

( )

( )

( )
RE .k kX X

Y Yk k

C C
C C

α α
ρ

ρ α ρ α

−
⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟≈ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

12
2 2

2 2
2 2

1 1
1 21 1  

 مقـــادير مختلـــف كـــارايي نـــسبي را در ايـــن حالـــت بـــه ازاء مقـــادير 2جـــدول 
( )/ / / , /ρ =0 6 0 1 0 9 0 ) و 95 )k = 2 2   .دهد  نشان مي10

kkY نسبت به Rμ̂شود، كارايي   مشاهده مي2طور كه در جدول      همان  و k با كـاهش :
طور كـه قـبلاً نيـز بـه آن اشـاره شـد، اريبـي                 همچنين همان . يابد  افزايش مي  ρافزايش
YX در حالت  Rμ̂ براوردگر CC از . كنـد   به يك به صـفر ميـل مـي         ρ با نزديك شدن   =

در توزيع نرمال دومتغيـره بـا ضـرايب تغييـر يكـسان              هتوان نتيجه گرفت ك    بحث فوق مي  
كمكي و متغير مـورد   نمونه كوچك و همبستگي مثبت بالايي بين متغير        ي  زماني كه اندازه  

قريبي درتوزيع نرمال دومتغيره با ضرايب تغيير  مقادير كارايي نسبي ت-3جدول 
 اي متغير كمكي اي متغير مورد علاقه دو برابر ضريب تغيير حاشيه حاشيه

ρ  
k  6/0  7/0  8/0  9/0  95/0  
2  04/1  23/1  57/1  48/2  03/3  
4  02/1  14/1  36/1  07/2  62/2  
6  02/1  10/1  27/1  85/1  36/2  
8  01/1  08/1  22/1  71/1  18/2  

10  01/1  07/1  18/1  61/1  05/2  
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مراتـب    نـسبتي بـه    براوردگر وجود دارد،    دار  رتبه ي   مجموعه ي  شيوه گيري به  علاقه در نمونه  
  . ميانگين خواهد بودبراوردگربهتر از 

هاي متغيـر     نسبتي شرط مثبت بودن همبستگي و ميانگين       براوردجا كه در كاربرد      از آن 
ماكـسيمم   )17(ارايي نـسبي بيـان شـده در         مورد علاقه و كمكي عموماً برقرار است، لذا ك        

Xعنوان تابعي از     مقدار خود را به   

Y

C
C   در X

Y

C
C ρ=  يـن ترتيـب اگرچـه بـا        ه ا ب. كند  اختيار مي

 نـسبت   Rμ̂ براوردگـر كاهش اين نسبت محدوديت ضريب همبستگي براي كاراتر بـودن           
kkYبه  نيـز بـراي مقـادير       براوردگـر زمان ميزان كارايي نسبي ايـن        يابد، اما هم   كاهش مي  :

  .تر كاهش خواهد يافت بزرگ
ــدول  ــسبي را   3ج ــارايي ن ــادير ك ــن مق ــال اي ــراي مث ــه ب X/ ازاي ب

Y

C
C =0 ــه  5  ازاي ب

( )/ / / , /ρ =0 3 0 2 0 9 0 كنيـد اگرچـه شـرط     طور كـه ملاحظـه مـي      همان. دهد  نشان مي  95
/X

Y

C
C =0 ρ/ترين مقدار كارايي نسبي را بـراي          بيش 5 =0 دهـد و همچنـين       نتيجـه مـي    5
kkY نسبت به  ρتر  مقادير كوچك  ازاي  به Rμ̂ براوردگرگردد تا    باعث مي  ي تـر   دقت بيش  :

ρ/داشته باشد، اما در عين حال باعث كاهش ميـزان كـارايي نـسبي بـراي مقـادير                    >0 5 
Xنسبت به حالت 

Y

C
C =   . شده است1
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