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 نقـاط دورافتـاده در مجموعـه یی جهت شناسـای روشین مقاله معرفی ایهدف اصل: دهیچک
س ین مقالـه روش مـاتریـار گرفتـه شـده در اکـ روش اسـتوار بـه. ره اسـتی چندمتغیهاداده
 یگرهـابراورد مهـم یژگـیبه علاوه به دو و. است) MCD( ۱نانی دترمنیتر کمانس با یکووار

 و ی عامل سـازگاریسپس به معرف. میکنیزش و تابع نفوذ اشاره می نقطه فروریعنیاستوار 
 ی هیـان بـا ارایـر پاد. م پرداخـتی خـواهMCDگـر براورد در ی متناهی ح نمونهیعامل تصح

 یها  دادهییک در رابطه با شناسای را با روش کلاسMCD روش ییاراک یاربردکک مثال ی
 .میی نمای میدورافتاده بررس

هـا،   دورافتـادهیینـان، شناسـای دترمنیتـر کـمانس با یس کوواریگر ماتربراورد: یدیکل واژگان
  .فواصل استوار

  مقدمه -۱
ــ بــه همــواره آمارشناســان علاقمنــد ــ. انــدافتن مــشاهدات دورافتــاده بــودهی  ی  مــشاهدهکی

ه بـه ک ییهاداده. ها فاصله دارد دادهیگر اعضایار از دکطور آش ه بهک است یا دورافتاده داده
 یبـینـد، موجـب اریآیهـا مـ متفـاوت از جامعـه دادهیاا از جامعـهیاند و  وارد نشدهیدرست
ردن مفروضـات کـ دورافتـاده بـا مخـدوش یهـاداده. شـوندیننده مـکج گمراهیها و نتابراورد
 یهـانـه تنهـا در مجموعـه داده.  را بـه همـراه دارنـدیج نادرستی نتای آماریها از مدلیبرخ
اهش اثـرات کـ و یی، شناسـایز بررسـیـره نی چنـدمتغیهـاه در مجموعـه دادهکره بلیمتغکی
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ل یـه و تحلیـ تجزیلـکطـور  بـه.  برخوردار استیادیار زیت بسیمشاهدات دورافتاده از اهم
 ۲یهـا یر آلـودگیه تحت تأثک است ی آماریها روشیریارگکازمند به یره نی چندمتغیهاداده

 دورافتـاده یهـاگـر در مواجهـه بـا دادهیعبـارت د ا بـهیـرد و یـموجود در مشاهدات قـرار نگ
 ی آمـاریهـا دورافتـاده در مـدلیها دادهیی شناسای استوار برایهااز روش. استوار باشند

ن حجــم یتــر بــا کــمگــر براورد، S یگرهــابراورد، M یگرهــابراوردتــوان بــه یره مــیچنــدمتغ
اشـاره ) (MCDنـان ی دترمنیتر کمانس با یس کوواریگر ماتربراوردو ) MVE (۳گونیضیب

 . نمود
ه یـ ارایادی استوار زیهان است که روشید آن را از نظر دور داشت ای که نباییامسئله

 یخـوب  و لحاظ کردن مشاهدات دورافتاده بهییها در شناسا  از آنی تنها برخ اما است،شده
 یتـحرا  مشاهدات دورافتاده بهیی شناسایبراشده  یک معرفی کلاسیهاروش. کنندیعمل م

ــ  اســتوار مــستلزم یهــادر مقابــل، روش. ستندیــکن قابــل اعتمــاد نیقابــل محاســبه بــوده ل
ز همـواره بـه یـ بـه همـراه دارنـد و آمارشناسـان نیتـرقیج دقیده بوده اما نتایچیمحاسبات پ
ره ی چنـدمتغیها نقاط دورافتاده در مجموعه دادهیی شناسای براینانی قابل اطمدنبال روش

 نیتـر کـمانس بـا یـس کوواری اسـتوار بـه نـام مـاتریهـا از روشیکـین مقاله یدر ا. هستند
، ی مطلوب آماریهایژگیلاوه بر ون روش استوار عیا. میدهینان را مورد بحث قرار میدترم

 بـه روش ین مقالـه نگـاهیـدر بخـش دوم ا.  قابـل درک اسـتیراحتـ ز بهی نیاز نظر شهود
. م داشـتیره خـواهی چنـدمتغیهـا مشاهدات دورافتاده در مجموعـه دادهییک شناسایکلاس

تم محاسـبه آن ینـان و الگـوری دترمنیتـر کـمانس بـا یـس کوواریف روش ماتریسپس به تعر
 ی  اسـتوار بـه نـام نقطـهیگرهـابراورد مهـم یژگـین بخـش دو وی همـی در ادامـه. میپرداز یم

 یدر بخـش سـوم مقالـه دربـاره عامـل سـازگار. میکنـیف مـیـزش و تابع نفـوذ را تعریفرور
MCDگر براورد ی متناهی ح نمونهیز عامل تصحی و نMCDدر . م داشـتی خـواهی اشـارات

 .میپردازی میک مثال کاربردی ی هین مقاله به ارایبخش چهارم ا

 ها  دورافتادهیی شناسا-۲
 یا  سـادهی نمودارهـای از رویبعـد ا دویـ و یبعـد کیـ یهـانقاط دورافتاده موجـود در داده

 یین شناسـاکیلـ. ص هـستندی قابـل تـشخیراحتـ  و نمودار پراکنش بهیامانند نمودار جعبه
 یها ه دادهکن امر آن است یعلت ا. استل ک نمودار مشی از رو،ابعاد بالاتر از دو ها در آن

نـون ک تـا. شـوندیان نمـیـ نمایراحتـ  شده و بهیره مخفی چندمتغیهاان دادهیدورافتاده در م
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ک یروش کلاسـ. ]۹ و ۵[ شده اسـت یها معرف دورافتادهیی شناسای برای مختلفیهاروش
در نظـر گـرفتن شـکل هـا بـا  فاصله هـر نقطـه از مرکـز دادهی ها محاسبه دورافتادهییشناسا
ک یـ آن نقطـه از ی  است کـه فاصـلهییا نقطه،ک دورافتادهین صورت که یبد. ها استداده

 ۴سی ماهالانوبی ک که فاصلهیار کلاسین معیا. تر باشد شده بزرگ نییش تعینقطه برش از پ
pxی ک نقطهینام دارد، از  R ا بردار مکان بpRT اس معلـوم یـس مقی با مـاترC 

 :شودیف میر تعریصورت ز به) pن مثبت با بعد ی و معیس متقارن مربعیماتر(
1 .( , ) ( ) ( )t

Cd x T x T C x T   
به دسـت آمـده از نمونـه را ) S(انس یس کوواریو ماتر) x(ن یانگین رابطه، بردار میدر ا
آمـده اسـت بـه کـار ) ۱(که در ) C(اس یس مقیو ماتر) T(عنوان بردار مکان  ب بهیترت به
دو  یع خـی توزی1 چندک یس مشاهده، بالای ماهالانوبی هرگاه مجذور فاصله. میریگیم

انتخاب . شودیعنوان دورافتاده در نظر گرفته م رد آن مشاهده بهی قرار گی آزادی  درجهpبا 
ــ بــرش مــذکور از ای نقطــه ~ن رو اســت کــه اگــر ی ( , )pX N   فواصــل  باشــد آنگــاه

( , )d X 
pع ی توزی دارا2  ک بـه یـ نزدیری مقادS و xنکه یبا فرض ا.  است2

)رند اغلب فواصل ی بگو  , )Sd X x2ز با ی ن( , )d X 
 .ع هستندیتوز هم2

 C و T ی استوار به جـایهابراوردشنهاد کردند با قرار دادن ی پ]۷[زمرن روسو و ون
 ییک روش اسـتوار جهـت شناسـایـن کار یبا ا. فواصل استوار ساخته شود) ۱ (ی در رابطه
نـان ی دترمنیتـر کـمانس بـا یـس کووارین مقاله روش ماتریدر ا. شودیمها حاصل دورافتاده
(MCD)ن یـن روش ایـعلـت انتخـاب ا. ه شده استی ارا]۶[ شده که توسط روسو ی معرف

ک، نقاط دورافتاده یانس کلاسیس کووارین و ماتریانگی به بردار میکیرغم نزدیاست که عل
 : ر استیصورت ز گر بهبراوردن یف ای تعرترقیطور دق به. کندیرا در محاسبات لحاظ نم

ــ ــام یاول ــران گ ــ یب ــر براوردافتن ی ــهMCDگ ــا از نمون ــه حجــم یی ــ، شــامل n ب افتن ی
) h بــه حجــم ییــا رنمونــهیز )n

h n 2  ازnانس یــ کــه واریطــور  مــشاهده اســت بــه
سـپس . ددنـه گـریرنمونـه کمین زیـا) انسیکووار-انسیس وارینان ماتریدترم (ی افتهی میتعم

گـر براوردب یـترت  به دسـت آمـده بـهی نهی بهی رنمونهیانس زیس کووارین و ماتریانگیبردار م
 یگرهـابراورد یدگاه اسـتنباط آمـاریـاز د.  هستندMCDاس یگر مقبراورد و MCDمکان 

)۱( 
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MCDرا دارا ]۱[ کـارا بـودن یطور مجانب  و بهی از جمله سازگاری خوب تئوریهایژگی و 
 .هستند
ور از یکی FAST-MCD تمیالگور لگـ اتمیا ه کـ اسـت MCDگـر براورد ی  محاسـبهیهـ

 ی  محاسبهینون براکا  است که همیه شده و روش کارامدی ارا]۹[زن یتوسط روسو و وندر
تم ی الگـوری اجـرای کـه بـراC-STEPر به اختـصار بـه یدر ز. باشدیگر موجود مبراوردن یا

FAST-MCDشودی م لازم است، اشاره. 
C-STEP :یهــامجموعــه داده , ,n nX x x 1  از مــشاهدات pرا در نظــر یبعــد 

د ینکگرفته و فرض  , ,H n1 1ی  با اندازه H h1 و T1 و S ب بـردار یـترت  بـه1
 .  مشاهده باشندhانس یووارکس ی و ماترین حسابیانگیم

i
i H

T x
h 

 
1

1
1 

( )( )t
i i i

i H

S x T x T
h 

  
1

1 1
1 

اگر  det S 1 صورت  بهی، آنگاه فواصل نسب 

   ( ) , , ,t

i i id i x T S x T i n   1
1 1 1 1 2  

 یبــــیصــــورت ترت  بــــهیردن فواصــــل نــــسبکــــبعــــد از مرتــــب . شــــوندیف مــــیــــتعر
     : : :n n n n
d d d  1 1 11 2  ،H : هکــشــود ی انتخــاب مــیا بــه گونــهh بــا حجــم 2

       : :
, , ,

n h n
d i i H d d 1 2 1 11  . حالS T و 2 H مربوط به 2  را محاسبه 2

ــ ــرده و دارک م ی   det detS S2 ــا اگــر ی برقــرار مــیحالــت تــساو. 1 شــود، اگــر و تنه
S S1 T و 2 T1  ).]۹[اثبات  (2
ه ک فرض شده است C-STEPدر  det S 1  . اگر det S 1 ب ی آنگاه به تقر
MCD م و اگر یاافتهینان دست ی دترمنیتر کم با det S 1  یریارگک با به C-STEP ،

S ه کشود ین میی تعیا به گونه2   det detS S2  مشاهده بـا h ین روش رویدر ا. 1
Sه کم یشویز مک فواصل متمرنیتر کم S از 2  کیـ C-STEPرار کـبـا ت. زتـر اسـتک متمر1

ــد ت ــرون ــیرارک ــر : شــودی حاصــل م اگ det S 2  ــ ا ی   det detS S2 ، توقــف 1
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C-STEP ، یریارگکن صورت با به یر ایدر غ. مینک یم det S م و یـآوری را به دست مـ3
 ی دنبالـه.  آخـریال     det det detS S S  1 2 3 ن یـا بـر  و بنـا اسـتی نـامنف

 یافک مطلوب ی جهیدن به نتی رسیرار براک ت۱۰تر از  مکدر عمل معمولاً . ز هستینهمگرا 
 ی دهیـا. دهـدیاهش نمـکـنـان را ی مقـدار دترمC-STEP مجـدد یاست و بعد از آن، اجرا

Hرمجموعـه ی زیادیـن است کـه تعـداد زی اFAST-MCDتم ی الگوریاجرا  انتخـاب و 1
C-STEPــ هــر ی را بــرا ــا مرحلــهکی ــ همگرای  ت ــ. شــودی ادامــه داده مــیی ن یســپس از ب

 انتخـاب یچگـونگ.  داردیتـر مکـنـان یه دترمیـه از بقکـشـود یده مـیـ برگزیها، جـواب جواب
H یی ابتدایهارمجموعهیز  .]۹[ دارد ی مختلفیها روش1

 )Breakdown Point( زشی فروری نقطه -۱-۲
زش یـ فروری  نقطـهMCDگـر براورد  اسـتوار از جملـهیگرهابراورد مهم یهایژگی از ویکی

 ی گــر اســتوار نــسبت بــه نقــاط دورافتــاده نقطــهبراوردک یــت یزان عــدم حــساسیــم. اســت
 از ین کـسریتـرزش کوچـکیـ فروری نقطـهگـر، یعبـارت د بـه. شـودیده مـیـزش نامیفرور
 از .ردیـ خـود بگی دورتر از مقدار واقعـیگر مقداربراوردشود یهاست که سبب میآلودگ
n  بـه کـار رفتـه وMCD بـراورد مشاهده در h مشاهده تنها nکل  h مـشاهده در 

 برابـر بـا بـاًیتقرزش ی فروری نقطهف، ین طبق تعریا بر بنا.  ندارندی نقشMCD براورد
( )n h nگر براورد.  خواهد بودMCDه کـ یزش خـود را زمـانین مقدار فروریتر شی ب

[( ) / ]h n p  1   عبارتزشی فروری نقطهف یطبق تعر. ]۹[ باشد خواهد داشت 2
 :ست ازا

 *

1
( , ) min : sup ( ), ( )

n

n n n n n n n
m n Z

m
C Z D C Z C Z

n


  

    
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ــــــــــــــــــه در آن  ک ( , ) max ( ) ( ) , ( ) ( )p pD A B A B A B      1 1
1  و 1

( ) ... ( )p A A    ی تـوان نـشان داد نقطـهیمـ. هستند Aس ی ماتری ژهیر ویمقاد 1
ن نمونه یانگیزش میفرور

n

نجـا لازم یدر ا. ]۲[ اسـت ٪۵۰انـه یزش می فروری  و نقطه1
 .رسدی هم م٪۵۰ به MCDگر براوردزش ی فروری به ذکر است که نقطه



  يارمحمدي و مسعود ي بهارانچينيفاطمه سادات حس  38

 ....................... 44 - 33، صص 1390بهار و تابستان ، 1  ي ، شماره22سال ، راني اي آمار رسميها ي بررسي مجله  ........................

 )Influence Function(  تابع نفوذ-۲-۲
بحث یگر مفاهیاز د تـابع نفـوذ  .بع نفـوذ اسـت استوار، مفهـوم تـایگرهابراوردم مهم در 
 ی بـر روزان یـهـا بـه میسر ناخالـصکـردن کـه بـا اضـافه کـ است یبیزان اریانگر میب

 یه نـسبت بـه نقـاط دورافتـاده اسـتوار اسـت، داراکـ یگربراورد. شودی حاصل مبراورد
دهـد یه اجـازه نمـکـ اسـت یگربراورد استوار، گربراورد یعنی. باشدی مراندارکتابع نفوذ 

ف تـابع نفـوذ یـطبـق تعر. ]۹[رات بـزرگ در آن شـود یـیجـاد تغیرات نمونه باعث اییتغ
 :ست از اعبارت

      
1

( , , ) lim (1 )z
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T H T H
IF z T H T H
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 
 

 

    
    


 

رات یـیرا تابع نفوذ آن با توجـه بـه تغیست زیار نن نمونه استویانگیتوان نشان داد میم
 تـابع نفـوذ یداراMCD گـر براوردنجا لازم به ذکر است که یدر ا. ]۲[باشد یراندار نمک

 .کراندار است

 MCDگر براوردبهبود  -۳
 ی  کـه انـدازهیگـر را وقتـبراورد اسـت کـه رفتـار یار مجـانبیـک معی یت سازگاریخاص

 بـا یطور مجانب  بهMCDاس یگر مقبراورد آنکه یبرا. کندی میابینمونه بزرگ باشد ارز
 یبـرا. شـودی ضـرب مـی مشاهدات سازگار گـردد در عامـل سـازگاریمدل مفروض برا

 ی ح نمونــهی را در عامــل تــصحMCDانس یــ کوواربــراوردتــوان ی کوچــک مــیهــانمونــه
باری ای در ادامه. ح شودی آن تصحیبیز ضرب کرد تا اری نیمتناه ن دو یـ ای هن بخش در

 .میکنی را مطرح میعامل مطالب

  ۵یعامل سازگار -۱-۳
 :شودیف میر تعریصورت ز  بهMCDان ک می هیگر اولبراورد

ˆ
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h
raw
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x
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
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1 

 : عبارت است ازMCDانس یووارک ی هی اولبراوردو 
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ن علت اسـت ی به محاسبات به اcردن ثابت کوارد .  استی عامل سازگارcه در آن ک
طـور  م بـهیاردهکن یی جامعه تعیش برایه از پک یگرها با مدلبراوردم یخواهیه معمولاً مک

ع مـورد نظـر یـه هرگـاه توزکـ نـشان دادنـد ]۱[بـاتلر و همکـاران .  سازگار باشندیمجانب
  ی با چگالیضوی بی همتعلق به خانواد
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تــابع (  RRg ع یــ توزکیــنــد کین مــیه تــضمکــ اســت یرصــعودی تــابع غکیــ :
 ه ک یطور  وجود دارد بهییcباشد آنگاه )  استیمد کت

 Praw
nc ˆ. 

 :شودیف میر تعریصورت ز  بهcکه در آن ثابت 
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ه در آن ک
, اسـت و ی آزادی  درجـهدو بـا  ی خـیر تـصادفیـ متغکیـ 2   ی  نقطـه2
 یر تصادفیبرش متغ

-FASTتم ی در الگـور]۹[زن یعـلاوه روسـو و ونـدر هبـ.  اسـت2
MCDنجا آن رای که در ایگری دی، عامل سازگار c2ردندکشنهاد یم پینامی م : 

    ˆ ˆ
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p

med d x d x
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 

لازم . سـت اMCD ی انس نمونـهیووارکس ین و ماتریانگی بردار مn̂ و n̂ه در آن ک
کننـد عامـل ی را محاسـبه مـMCDگر براورد که ییافزارها نرمی به ذکر است که در همه

 . گرددی اعمال میسازگار
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 ۶ی متناهی ح نمونهیعامل تصح -۲-۳
ح یعنـوان عامـل تـصح  بـهی ثـابتیسـازهی شـبکمـک توانـستند بـه ]۵[اران کـزن و همیپ

انس یـووارکس ی مـاتربـراورد یبـی ارکچـوک یهـانند تا در نمونهکه ی ارای متناهی نمونه
MCDی  جعبهکیه مانند کن است یح این عوامل تصحیال اکن اشکیل. ح گرددی تصح 

هـا و روابـط یسـازهین عوامـل خـود توسـط شـبیـه اکـن معنـا یـبـه ا. کندیاه عمل میس
پک به دست آمده و هم ایابی درون چ یانـد و هـافزارهـا قـرار گرفتـهش فرض نـرمینون در 
 . ها وجود ندارد  آنی برایقی دقی نظری هرابط

 ک مثال ی ی هی ارا-۴
 ۵۹ شـامل یا مشاهدات دورافتـاده در مجموعـه دادهیین بخش از مقاله به شناسایدر ا

 . ]۵[م یپردازیم) ها بات آنیترک(ر ی متغ۱۳و )  مختلفیهایدنینوش(مشاهده 
. اده رسم شـده اسـتن مجموعه دی ایس برایک ماهالانوبی فواصل کلاس۱ شکلدر 

,نجا ی برش که در ای  نقطهیک مشاهده بالای به جز شکلن یدر ا / 2
13 975 انتخاب 

  یهـــابراورد ۲ شـــکلدر . شـــودیده نمـــیـــ دیگـــری دورافتـــاده دی شـــده اســـت، نقطـــه
 

 
 

 هایدنی نوشی  مجموعه دادهیس برای فواصل ماهالانوب-۱شکل 
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 ۱۷ شـکلن یـا. رسم شده اسـت)  در آن اعمال شدهیکه عامل سازگار( MCD ی هیاول
, برشی  نقطهیبالا( دورافتاده ی مشاهده / 2

13 975 (۷ژه یـطور و  به.دهدیرا نشان م 
  . برش دارندی  نسبت به نقطهیتر شی بی ها فاصله نقطه از آن

با استفاده از براوردها ۳در شکل   در یکه عامل سـازگار (MCD یفواصل استوار 
ن یـا.  رسـم شـده اسـتی متنـاهی ح نمونـهیپس از اعمـال عامـل تـصح) آن اعمال شده

, بـرشی  نقطـهیبالا( دورافتاده ی  مشاهده۱۹نمودار  / 2
13 975 (دهـدیرا نـشان مـ. 

ح یشـود کـه قبـل و پـس از اعمـال عامـل تـصحیده مـیـ د۳ و ۲ یها البته با توجه به شکل
  بـرش فواصـل اسـتوار ی نقطـه ی نقطه از مشاهدات قرار گرفتـه بـالا۷ تنها ی متناهی نمونه

 
 
 

 
 

 هایدنی نوشی  مجموعه دادهیه برایاول MCD  فواصل استوار-۲ شکل
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-یگـر نقـاط مـیتر دقی دقی بررسیلذا برا.  دورافتاده هستندیطور آشکار  داشته و بهیبزرگ
ن و راک معتقدنـد یهـارد.  اسـتفاده کـرد]۳[ن و راک یشده توسط هارد هیل ارایتوان از تعد

دو  یع خـیـ برش بر اساس توزی  استفاده از نقطهیجا  بهMCDبهتر است در روش معمول 
ن روش خـارج از یـان ایـکـه ب نیبا توجه به ا. سه شوندی مقاFع یک توزی از ینقاط با چندک

ن یـ کـاربرد ا۴ شـکل.  مراجعه شـود]۳[تر به  شیات بی جزئین مقاله است برای ای حوصله
ر یـین روش تغیـ بـرش در ای نقطـه. دهدیها را نشان میدنی مثال نوشیها دادهیل برایتعد

 بـه ۳ و ۲ یها سه با شکلیابد که در مقاییل می مورد تقل۷کرده و تعداد نقاط دورافتاده به 
 .دهدی م را نشانیترقیج دقیرسد نتاینظر م

 
 

 
 

 ی ح نمونهیها پس از اعمال عامل تصحیدنی نوشی  مجموعه دادهیبرا MCD  فواصل استوار-۳شکل 
 یمتناه
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 ن و راکیل هاردی تعدیریکارگه ها پس از بیدنی نوشی  مجموعه دادهیبرا MCD  فواصل استوار-۴ شکل

 حاتیتوض
1. Minimum Covariance Determinant 
2. Contamination 
3. Minimum Volume Ellipsoid 
4. Mahalanobis Distance 
5. Consistency Factor 
6. Finite-sample Correction Factor  
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