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  137 -129 ، صص1394 پاييز و زمستان، 2  ي ، شماره26سال   

  دار مکاتبات ی عهده یسنده* نو
  ۱۳۹۵٫۶٫۱۶پذیرش، ۱۳۹۳٫۱۲٫۱۸دریافت: 

گر ماکسـیمم براوردیافته و  بتای تعمیم درامدی توزیع  خانواده
  افزار متلب کمک نرم آنتروپی آن به

  *,†و غلامرضا محتشمی برزادران ‡، منیژه صانعی طبس†پور فاطمه عباس
  دانشگاه فردوسی مشهد †
  دانشگاه سیستان و بلوچستان ‡

اسـت. در ایـن مقالـه بـه  درامدی ها یافته یکی از انواع توزیع توزیع بتای تعمیم: چکیده
توزیــع را از دیــدگاه  ی پــردازیم و ایــن خــانواده یافتــه می ی توزیــع تعمیم معرفــی خــانواده

ماکســیمم آنتروپــی  بــراورددهیم و همچنــین  مــورد بررســی قــرار مــی ماکســیمم آنتروپــی
 ی توزیــع را تحــت شــرایط گونــاگون، بــا اســتفاده از برنامــه ی پارامترهــای ایــن خــانواده

  .یابیم افزار متلب می نرم
توزیــع بتــای  ؛توزیــع ماکســیمم آنتروپــی ؛ماکســیمم آنتروپــی بــراورد :واژگــان کلیــدی

  .پارامتر براورد ؛یافته تعمیم

  مقدمه  -۱
خصـوص  ها بـه سازی پدیده ها برای مدل تعداد وسیعی از توزیع بیش از صد سال پیش،

پــارتو،  :نــد ازا هــا عبارت ن توزیعگرفــت. ایــ مــورد اســتفاده قــرار می درامــدهــای  توزیع
ی نـوع اول و دوم، داگـم و  یافتـه ، بتـای تعمیمیافتـه یافته، گامای تعمیم نرمال تعمیم لگ

  مادالا.  سینگ
هـا  رفتار آنتروپـی ایـن توریع در این مقاله ها در اقتصاد کاربرد فراوانی دارند. این توزیع

های معینی از آنتروپی را انتخاب  صورتگیرد. ماکسیمم آنتروپی،  مورد مطالعه قرار می
هـا، تحـت شـرایط معـین قـرار  نمـایی از توزیع ی عنـوان یـک خـانواده کند و آن را به می
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، تحت آن ماکسیمم آنتروپـی را دارنـد، نیـز درامدهای  دهد. یافتن قیدهایی که توزیع می
  مورد بحث است.

نوشــت کــه در آمــار و  درامــدهــای  ای در مــورد توزیع مقالــه ]۴[ ، لــورنز۱۹۰۵در ژوئــن 
را  درامـدهـای  ، توزیعهـای تجربـی اقتصاد انقلابی اساسی ایجاد کرد. در واقـع آمـاردان

ها را به توابع تحلیلی  دهند و گاهی اوقات آن های متفاوت مورد مطالعه قرار می ازجنبه
  دهند. مناسب برازش می

ه دادند که نسبت به یرا ارا ددرامهای  کلاسی از توزیع ۱۹۷۳در سال  ]۳[کاگان و رائو 
  دارای ماکسیمم آنتروپی است.  های معین قید

، در فیزیک اقتصادی در مـورد مکانیـک ۲۰۰۳نیز در سال  ]۲[دراگولسکو و یاکونکو 
خصـوص در ایـن زمینـه  بـه] ۹[یـاکوونکو  .نـدا بحـث کرده درامـدآماری، پول، دارایی و 

  تلاش های زیادی داشته است.

   درامدهای  توزیع -۲
 را به شکل یک تابع چگـالی درامدهای  اولین کسی بود که یک مدل از توزیع ]۶[ پارتو

دارد کـه بـرای  هـای زیـادی وجـود توزیع ،(تابع چگـالی احتمـال) معرفـی کـرد. در آمـار
هـای  روند ولی از میان تمام توزیع می کار متغیرهای تصادفی پیوسته به  سازی توزیع مدل

باشـند، بـرای  احتمال پیوسته با مقادیر نامنفی که عمومـاً چولـه مـی های احتمال، توزیع
 یمـک یاقتصـاد یها مشخصـهگیرنـد.  می مورد استفاده قرار درامدهای  سازی توزیع مدل

لازم اســت از  هــا آن یبررســ یننــد و بــراک یار مــیــر نــامنفی را اختیمقــاد ،درامــدماننــد 
ن رابطـه یـنند، استفاده شـود. در اک یار میر مثبت اختیه مقادک ییرهایمتغ یها برا عیتوز
 یبالا برا یریپذ ها با انعطاف عیگونه توز نیاز ا یا عنوان خانواده افته بهی میتعم یها عیتوز

 یع بتایها، توز عین توزیدر رأس ا .درون یار مک به یاقتصاد یها گونه مشخصه نیا یبررس
ــا یهــا عییافتــه قــرار دارد. توز میتعم ــی میتعمــ یبت ــه نــوع اول و دوم و توزافت  یع گامــای
ع بتا، گاما، پارتو یل توزیاز قب یمثبت آمار یها عیاز توز یارین بسیافته و همچنی میتعم

توزیـع بتـای چنـدپارامتری و . افتـه هسـتندی میتعم یع بتایتوز یخاص و حد یها حالت
هـای  سـازی توزیع تواند بـرای مدل است که میا ه های خاص آن یکی از این مدل حالت
  گیرند.  مورد استفاده قرار درامد
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 GBی  یافته ی توزیع بتای تعمیم خانواده -۱-۲
پارامتری و دارای تابع چگالی احتمـال زیـر  یافته، یک توزیع بتای پنج توزیع بتای تعمیم

𝑓(𝑥)  است:  = ௔௫ೌ೛ష۱൤۱ିቀ۱ି௖ቁቀೣ್ቁೌ൨೜ି۱௕ೌ೛஻(௣,௤)൤۱ା௖ቀೣ್ቁೌ൨೛శ೜ ,        ۰ < 𝑥௔ < ௕ೌ
۱ି௖ 

,𝐵(𝑝 کــه در آن 𝑞) = ௰(௣)௰(௤)௰(௣ା௤) ,𝑎و   𝑏, 𝑝, 𝑞 > ۰و ۰ ≤ 𝑐 ≤ .)Γو  ۱ تــابع  (
𝐸[ln (۱ و  𝐸(ln(𝑥))یافته، وقتی گاماست. توزیع بتای تعمیم − (۱ − c)(௫௕)௔)] و 𝐸(ln ቀ۱ + 𝑐 ቀ௫௕ቁ௔ቁ)  ۳[ باشـند، توزیـع ماکسـیمم آنتروپـی اسـتمقادیری معلوم[ .

مقدار   𝑐)،۱یافته مربوط به زمانی است که در ( های خاص توزیع بتای تعمیم اما حالت
را برابر یـک قـرار دهـیم، توزیـع بتـای نـوع  𝑐، )۱ی ( صفر یا یک بگیرد. اگر در رابطه

𝑓(𝑥)  شود که دارای چگالی به شکل زیر است:  حاصل می  (GB2)دوم  = ௔௫ೌ೛ష۱௕ೌ೛஻(௣,௤)൤۱ାቀೣ್ቁೌ൨೛శ೜ ,        x > ۰.  
𝐸(ln(𝑋))  ی نوع دوم، وقتی که یافته توزیع بتای تعمیم = ln 𝑏 + ۱௔ (𝜓(𝑝) − 𝜓(𝑞))  

𝐸(ln (۱و  + (௑௕)௔)) = 𝜓(𝑝 + 𝑞) − 𝜓(𝑞)  باشـــد، توزیـــع ماکســـیمم آنتروپـــی
(∙)𝜓است که در آن  = ୻ᇲ(∙)୻(∙)  .است  

  
نســبت بــه  𝑓، یــک بــردار تصــادفی بــا تــابع چگــالی𝑥فــرض کنیــد  .)]۳[( ۱ ی قضــیه
,𝑥𝜖(𝑎ازای هـر کـه بـه باشد، چنان 𝜇 ی اندازه 𝑏] , 𝑓(𝑥) > و در سـایر نقـاط برابـر  0

,ℎ۱صفر باشـد. فـرض کنیـد  … , ℎ௡ پـذیر روی  تـوابعی انتگـرال(𝑎, 𝑏]  باشـند کـه در
∫  قیدهای ℎ௜(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝜇(𝑥) = 𝜆௜,ୠୟ         𝑖 = ۱, … , 𝑛  

و ... مقـادیر ثـابتی باشـند. در ایـن صـورت ماکسـیمم  𝜆۱ ،𝜆۲کـه  صدق کننـد در حالی
  صورت به 𝑓(𝑥)ی توزیعی با چگالی  وسیله هآنتروپی ب

)۱( 
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𝑓(𝑥) = exp {𝑐۰ + 𝑐۱ℎ۱(𝑥) + ⋯ }  
… که مقادیر آید چنان دست می به , 𝑐۱, 𝑐۰ دهد.  قیدها را نتیجه می  
  

شـده دارای ماکسـیمم  ، تحـت چنـد قیـد مشخصGB2 بـالا، توزیـع ی با توجه به قضـیه
𝜇۱  آنتروپی است. در صورتی که فرض شود = 𝐸(ln(𝑥)),       𝜇۲ = 𝐸(ln (۱ + ቀ௑௕ቁ௔) )  

صـورت  بالا بـه ی توجه به قضیه بامقادیری معلوم باشند، تابع چگالی ماکسیمم آنتروپی 
𝑓(𝑥)  زیر خواهدبود:  = 𝑒ିఒ۰ିఒ۱ ୪୬ ௫ିఒ۲ ୪୬ቂ۱ା(ೣ್)ೌቃ,            𝑥 > ۰ 

,𝑎با توجه به مقادیر معلوم  𝑏, 𝑞, 𝑝 های  جـدولماکسـیمم آنتروپـی (در  بـراوردتوان  می
ه از دست آورد. با استفاد هرامترها را بایم) پا نشان داده MEرا با  براورداین  این مقاله،

,𝑎ازای چنــدین مقــدار معلــوم   افــزار متلــب بــه ی نرم برنامــه 𝑏, 𝑞, 𝑝 ،ماکســیمم  بــراورد
  .دهیم ه مییارا ۱ صورت جدول آنتروپی پارامترهای توزیع دارای ماکسیمم آنتروپی را به

  
 𝑎 𝑏𝑝𝑞𝜆۰𝜆۱𝜆۲ ۲گالی نمایش در چ𝜆۲و𝜆۱و𝜆۰پارامترهایMEبراورد-۱جدول

۲ ۱ ۲ ۱ ۰٫۱۹۴۳- ۱٫۶۶۵۸-  ۱٫۶۶۴۱ 
۲ ۳ ۳ ۲ ۱۳٫۷۸۲ ۳٫۵۳۵۸  ۱۵٫۵۵۵۴- 
۳ ۲ ۴ ۱ ۴٫۷۴۸۳ ۱٫۳۱۴۳  ۲٫۴۷۹۳ 
۵ ۱ ۳ ۱ ۲٫۶۸۹۱- ۱۳٫۹۲۵۶-  ۳٫۹۷۷ 
۳ ۳ ۴ ۲ ۵٫۵۹۹۲ ۱٫۶۳۲۵  ۵٫۱۳۰۱- 

  
𝑝است که  هنگامی GB2حالت خاص توزیع  = 𝑞یا  ۱ = . اگـر فـرض شـود باشـد ۱

𝑞که  = 𝐸(ln(𝑋))  شود. در واقع اگر فرض شود که  مادالا حاصل می باشد، توزیع سینگ ۱ = ln  𝑏 + ۱௔ ൬𝜓 ቀ۱ቁ − 𝜓(𝑞)൰ ,           𝐸(ln ቀ۱ + ቀ௫௕ቁ௔ቁ) = ۱௤  

)۲( 



 133 افزار متلب          يافته و براوردگر ماكسيمم آنتروپي آن به كمك نرم ي توزيع درامد بتاي تعميم نوادهخا

   .....................  137 - 129، صص 1394پاييز و زمستان ، 2  ي ، شماره26ل اس، هاي آمار رسمي ايران ي بررسي مجله   .....................  

. توزیـع سـینگ بـود   مادالا، توزیع دارای ماکسیمم آنتروپـی خواهـد باشند، توزیع سینگ
,𝑎پارامتری با پارامترهای  یک توزیع سه مادالا 𝑏, 𝑝 ازای چندین مقدار معلـوم  . بهاست 𝑎, 𝑏, 𝑝 ،ماکسیمم آنتروپی پارامترهای  براورد𝜆۰ و𝜆۱  و  𝜆۲ نمـایش تـابع چگـالی  در

  شود. ه مییارا ۲ صورت جدول دارای ماکسیمم آنتروپی به
  

 𝑎 𝑏𝑞𝜆۰𝜆۱𝜆۲  )۲در چگالی (𝜆۲و𝜆۱و𝜆۰پارامترهایMEبراورد-۲جدول
۲ ۵ ۲ ۱۰٫۹۹ ۳٫۰۲۵  ۲۴٫۵۶۹۴-  
۳ ۲ ۲ ۰٫۸۱۵۶ ۰٫۰۰۳۲-  ۰٫۹۹۷۳ 
۴ ۱ ۳ ۲٫۴۹۰۹- ۳٫۰۰۷۵-  ۴٫۰۰۹۶ 

  
𝑎مادالا، وقتی است که  همچنین حالت خاص توزیع سینگ = باشد در این صورت،  ۱
𝐸(ln(𝑋))  باشیم  شود. اگر داشته توزیع پاراتوی نوع دوم نتیجه می = ln  𝑏 + 𝜓 ቀ۱ቁ − 𝜓(𝑞),           𝐸(ln ቀ۱ + ௫௕ቁ) = ۱௤   

ازای سـه  بـود. بـه  توزیع لوماکس یا پارتوی نوع دوم، توزیـع ماکسـیمم آنتروپـی خواهـد
ــدار ,𝑏متفــاوت  مق 𝑝 ــراورد ) را ۲آنتروپــی پارامترهــای چگــالی نمــایش ( ماکســیمم ب

    .است آمده ۳ایم که در جدول  دست آورده به
  

 𝑏𝑞𝜆۰𝜆۱𝜆۲  ۲در چگالی نمایش 𝜆۲و𝜆۱و𝜆۰پارامترهایMEبراورد-۳جدول
۲ ۳ ۱٫۵۶۱۳ ۰٫۸۰۶۲ ۰٫۲۳۲۵  
۳ ۲ ۴٫۹۱۵۱ ۱٫۶۶۵۳ ۶٫۷۴۶۵-  
۶ ۳ ۸٫۱۲۱۴ ۲٫۴۷۳۳ ۱۷٫۶۳۰۵-  

  
𝑞ی نوع دوم اگر  هیافت در توزیع بتای تعمیم = 𝐸(ln(𝑋))  شود. اگر باشد، توزیع داگم حاصل می ۱ = ln  𝑏 + ۱௔ (𝜓(𝑝) − 𝜓(۱)),    
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𝐸(ln ቀ۱ + (௫௕)௔ቁ) = 𝜓(𝑝 + ۱) − 𝜓(۱)    
 بـراورد ۴ بـود. در ادامـه در جـدول  باشند، توزیع ماکسیمم آنتروپی، توزیع داگم خواهـد

توزیع دارای ماکسیمم آنتروپی بـه ازای چنـد مقـدار معلـوم  𝜆۲  و  𝜆۱و 𝜆۰ پارامترهای 𝑎, 𝑏, 𝑝  است آمده.  
 

 𝑎 𝑏𝑝𝜆۰𝜆۱𝜆۲  ۲در چگالی نمایش 𝜆۲و𝜆۱و𝜆۰پارامترهایMEبراورد-۴جدول
۳ ۲ ۲ ۲٫۴۵۲۶ ۰٫۶۰۹۷  ۰٫۹۲۰۲۵-  
۲ ۱ ۳ ۰٫۳۳۹۴ ۱٫۹۵۷۷-  ۱٫۴۵۴۲ 
۴ ۲ ۲ ۱٫۷۵۱۷ ۰٫۲۳۹۵  ۰٫۱۹۲۶-  

 
𝑎 در توزیع داگم اگر = شود که تـوزیعی بـه  باشد، حالت خاص این توزیع حاصل می ۱

  دهد. نام توزیع لوماکس معکوس را نتیجه می
𝐸(ln(𝑋)) اگـر = ln 𝑏 + 𝜓(𝑝) − 𝜓(۱) و 𝐸(ln(۱ + ቀ௑௕ቁ௔))  باشـند، توزیـع

ماکســیمم آنتروپــی  بــراوردبــود.    توزیــع ماکســیمم آنتروپــی خواهــد لومــاکس معکــوس
  .است  آمده ۵در جدول  𝑝و  𝑏 مقدار ازای چند به𝜆۲  و  𝜆۱و 𝜆۰ پارامترهای 

  
 𝑏𝑝𝜆۰𝜆۱𝜆۲  )۲در چگالی نمایش (𝜆۲و𝜆۱و𝜆۰پارامترهایMEبراورد-۵جدول
۲ ۲ ۲۹٫۷۰۳۱ ۶٫۹۸۸۱ ۲۵٫۷۰۴۶-  
۱ ۲ ۹٫۹۸۲۱ ۲٫۴۸۴۶ ۷٫۷۲۱۵-  

  
𝑐 یافته،  اگر در توزیع بتای تعمیم =  ی یافتـه باشد، توزیعی به نـام توزیـع بتـای تعمیم۰

  صورت زیر است:  شود که به نوع اول نتیجه می

𝑓(𝑥) = ௔௫ೌ೛ష۱൤۱ିቀೣ್ቁೌ൨೜ି۱௕ೌ೛஻(௣,௤) ,        ۰ < 𝑥 < 𝑏  
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𝜇ر اگ = 𝐸(ln(𝑋))  و𝜇 = 𝐸(ln(۱ − ቀ௑௕ቁ௔))  مقادیری معلوم باشند با توجه بـه
𝑓(𝑥)  بود:  صورت زیر خواهد ، تابع چگالی دارای ماکسیمم آنتروپی به۱ی  قضیه = 𝑒ିఒିఒ ୪୬ ௫ିఒ ୪୬ቂ۱ିೣ್ೌቃ,           ۰ < 𝑥 < 𝑏.  

𝐸(ln(𝑋)) حال اگر = ln 𝑏 + ۱ೌ(𝜓(𝑝) − 𝜓(𝑞))  
𝐸(ln(۱  و − ቀ௑௕ቁ௔)) = 𝜓(𝑝 + 𝑞) − 𝜓(𝑞)  

,𝑎باشند، توزیع بتای نوع اول، توزیع ماکسیمم آنتروپی خواهد بود. با معلوم بودن مقادیر  𝑏, 𝑝, 𝑞 ،ــراورد ) را ۳در نمــایش (𝜆۲  و  𝜆۱و 𝜆۰ماکســیمم آنتروپــی پارامترهــای  ب
  .توان یافت می
  

 𝑎 𝑏𝑝𝑞𝜆۰𝜆۱𝜆۲ )۳در چگالی نمایش (𝜆۲و𝜆۱و𝜆۰پارامترهایMEبراورد-۶دولج
۲ ۱ ۴ ۳ ۰٫۰۰۱- ۰٫۰۰۰۱-  ۰٫۰۰۱ - 
۲ ۳ ۲ ۱ ۱٫۰۹۷۸ ۰٫۰۰۰۵-  ۰٫۰۰۰۹- 
۲ ۴ ۳ ۱ ۱٫۳۸۵۷ ۰٫۰۱  ۰٫۰۰۵۷ 
۳ ۱ ۳ ۲ ۰٫۱۱۶۳ ۰٫۰۵۴۷  ۰٫۱۳۳۶ 
۴ ۱ ۴ ۱ ۰٫۳۵۹۸ ۰٫۱۵۷۵  ۰٫۴۵۱۲ 

  
را برابر یک قرار دهیم، توزیـع بتـای نـوع  𝑎ی نوع اول، اگر  یافته در توزیع بتای تعمیم

𝐸(ln(𝑋))  آید. اگر داشته باشیم: اول به دست می = ln 𝑏 + 𝜓(𝑝) − 𝜓(𝑞)  
𝐸(ln(۱  و + ௑௕)) = 𝜓(𝑝 + 𝑞) − 𝜓(𝑞),  

)۳( 
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پارامترهـا در  بـراورد، ۷توزیع بتای نوع اول، توزیع ماکسیمم آنتروپی است. در جدول 
,𝑏ازای چندین مقدارمعلوم  ) را به۳نمایش ( 𝑝, 𝑞 ایم آورده.   

  
 𝑏 𝑝𝑞𝜆۰𝜆۱𝜆۲  )۲در چگالی (𝜆۲و𝜆۱و𝜆۰پارامترهایMEبراورد-۷جدول

۲ ۲ ۱ ۰٫۶۸۴ ۰٫۰۰۹ -  ۰٫۰۰۵۹-  
۳ ۳ ۲ ۱٫۱۰۰۳ ۰٫۰۰۱۴-  ۰٫۰۰۲۲ 
۲ ۴ ۲ ۳٫۲۰۷۸- ۶٫۱۰۴۷-  ۴٫۳۵۳۷-  

  
𝑎نوع اول  ی یافته که در توزیع بتای تعمیم همچنین در صورتی = 𝑞و  ۱− = باشد،  ۱

  بود.  توزیع پارتو، توزیع ماکسیمم آنتروپی خواهد

  گیری  نتیجهبحث و  -۳
هـای خـاص ایـن  یافته را تعریف و حالت های بتای تعمیم ی توزیع در این مقاله، خانواده

هــا را از دیــدگاه آنتروپــی و ماکســیمم  و ایــن خــانواده از توزیعتوزیــع را معرفــی کــردیم 
ماکسـیمم آنتروپـی پارامترهـای ایـن  بـراورددادیـم. همچنـین  آنتروپی مورد بررسی قرار
ه یـارا هفـت جـدولآوردیـم و در قالـب   دسـت متلب به افزار نرمخانواده را با استفاده از 
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