
  مطالب آماري گزيده  
  191-153 ، صص1388 بهار و تابستان، 1  ي ، شماره20 سال  

† Bjφ rnstad, J. F. (2007). Non-Bayesian multiple imputation. Journal of Official 
Statistics 23, 433-452. 

  شده؛ رگرسيون لوژستيك؛ بندي گيري طبقه اي؛ نمونه براورد وايانس؛ آمارگيري نمونه: واژگان كليدي
  .درنگ پاسخي، جانهي بي بي

  17/5/1388: ، پذيرش2/2/1388: دريافت

  بيزي ي غير جانهي چندگانه

  †استد جان جورن
   آمار نروژي اداره
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   آماري پژوهشكده

 واريـانس در حـضور   بـراورد طـور مـشخص بـراي      جانهي چندگانه روشي است كه بـه  :چكيده
اسـت كـه روش جـانهي     نيازمنـد آن   روبـين يفرمول تركيب. شده طراحي شده است    هاي گم   داده

 تصادفي از يك توزيع پسين       استخراج ها،   باشد، كه اساساً به اين معني است كه جانهي         » سبمنا«
ر ت ملــــــي آمـــــــا ســــــسا در مؤ. باشـــــــنددر يــــــك چــــــارچوب بيــــــزي    

(NSI's National Statistical Institutes)     ،هـايي كـه بـراي        روش  مانند مركز آمار نـروژ
 ،شـده  بنـدي   درنگ طبقـه    هاي بي   ع جانهي مانند بعضي از انوا    ،شوند  پاسخي استفاده مي   جانهي بي 

ملـي آمـار معتبـر       سـسات ؤروبين در م  ي    اين روش جانهي چندگانه    بر بنا. هستندبيزي    غير نوعاً
 پـردازد    مي ي تعيين يك فرمول تركيبي ديگر       اين مقاله به مسئله   . تواند استفاده شود    نيست و نمي  

بـه كـار رود و      شـود،     آمار استفاده مي   ليم سساتؤاً در م  نوعهاي جانهي كه      كه بتواند براي روش   
 بـراي   يهـاي تركيبـي ديگـر       فرمـول . كنـد   پيـشنهاد مـي   سئله  ي ايـن م ـ      براي مطالعه  رهيافتي
  . اند تعيين شدهدرنگ   بياز نوع جانهي هاي خاص پاسخ و روش هاي مكانيسم
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  مقدمه-1

هـاي    ه  ر داد طور مشخص براي براورد واريانس در حضو         روشي است كه به    جانهي چندگانه 
هـا    دو مرجع جديد ديگر با بحث     . بسط يافته است  ] 2[و توسط روبين    شده طراحي شده      گم

 mي اصـلي ايـن روش ايجـاد     ايـده . هستند] 4 [فريو ش] 3[تر، روبين   هاي بيش   و بررسي 
شـده   ي كامـل  هـا   دادهي  مجموعـه m شده و تركيـب  شده براي هر مقدار گم   مقدار جانهي 

كـه براوردگـر معتبـر       براي اين . ي فرمول تركيبي روبين براي براورد واريانس است         وسيله هب
در اصطلاح روبين، يكـي از      . باشد، جانهي بايد سطح مناسبي از تغييرپذيري را نمايش دهد         

 كـه بـراي   هـايي  سسات ملي آمـار روش ؤدر م.  است»مناسب بودن «الزامات روش جانهي    
د، خيلـي   ن را داشـته باش ـ    »مناسب بودن «شود، حتي اگر الزام       پاسخي استفاده مي    جانهي بي 

گيـري عـدم    ي ايجاد جـانهي چندگانـه بـراي انـدازه     اما ايده. كنند مين ميأ اين نياز را ت كم
 اطمينـان هنـوز     ي  بـازه ي      حتميت جانهي و استفاده از آن براي براورد واريانس و محاسـبه           

هـاي     براي جانهي   حالا ديگر  ست كه فرمول تركيبي روبين    ا   مشكل اين . ورد علاقه است  م
 دليل آن ايـن   . شود، معتبر نيست    سسات ملي آمار استفاده مي    ؤنامناسب معمول كه توسط م    

ي بـين   لفـه ؤهاي نامناسب خيلي كم اسـت و بايـد بـراي م      ست كه تغييرپذيري در جانهي    ا  
سـت كـه   ا مشكل ديگـر ايـن  . نظر گرفته شود رد واريانس در در براوتري بيشجانهي، وزن   

 و همچنـين    ي ارائـه دهـد     تا استنباط آماري معتبـر      باشد مشخص شود اين وزن چقدر بايد     
پاسخي و مسايل براورد، امكان تعيين فرمول تركيـب سـاده              بي هاي  براي چه نوع مكانيسم   

 بـراي   هيـافتي ايـن مقالـه ر    . كه به پارامترهاي نامعلوم بستگي نداشـته باشـد، وجـود دارد           
  . كند ه پيشنهاد ميئلي اين مس مطالعه

 از طريـق     شـده  ي كامـل  ها    داده ي  تعيين تركيب مجموعه  رهيافتي براي   در بخش دوم    
  :كند پاسخي تصادفي را بيان مي بخش سوم سه كاربرد با بي. شود جانهي پيشنهاد مي

اده با استفاده از روش جانهي      هاي تصادفي س     نمونه  روي براورد ميانگين جامعه از     ) الف
 ؛درنگ بي

  ؛ها نهي رگرسيوني ماندهيب رگرسيوني در مدل نسبت، با استفاده از جابراورد ضر)  ب
  .ها براورد ضريب رگرسيوني در رگرسيون خطي ساده با جانهي رگرسيوني مانده) پ
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شـده   بنـدي   هـاي طبقـه     كلي جـانهي چندگانـه بـراي نمونـه        ي    هئلبخش چهارم به مس   
بنـدي شـده بـا        هاي طبقـه    ي بخش چهارم براي نمونه      در بخش پنجم از نظريه    . پردازد  يم

  :دهد  كه موارد زير را پوشش ميشود پاسخي تصادفي درون طبقات استفاده مي بي
 ؛شده بندي درنگ طبقه براورد ميانگين جامعه با استفاده از جانهي بي) الف

 در   هم شدگي  سيون لوژستيك با وجود گم     در رگر  )ها   بخت  نسبت(براورد لگاريتم    ) ب 
 .تبييني متغيرهاي  هم درمتغيرهاي وابسته و
ل براورد بـا    ئي مسا    براي همه  يكسان تركيبي   ي  اعدهي استفاده از ق    بخش ششم مسئله  

ي كلـي     يك نتيجه . كند  و مدل پاسخ معلوم را بيان مي        ها  يك روش جانهي مشخص و داده     
  .شده است خطي نيز ارائه درنگ و براورد  براي جانهي بي

 براي تعيين يك فرمول تركيبي ديگر براي براورد واريانس در           رهيافتي -2
 جانهي چندگانه

)فرض كنيد    , , )s n= K1 ي  نمونـه  هاي كـل   با داده نمونه  معرف كل( ,..., )ny y y= 1 
,...,از مقادير متغيرهاي تصادفي      nY Y1 ي متنـاهي تحـت    گيري از جامعـه   در نمونه .  باشند

شـود و ماهيـت         شـده، انجـام مـي       گذاري مجدد واحـدهاي انتخـاب        شماره يك مدل طرح،  
هـدف بـراورد برخـي از     . شـود   گيـري تعيـين مـي       ي طـرح نمونـه      وسيله به  yبودن   تصادفي

}ي    وسـيله  هه كه ب  شد هاي مشاهده   داده.  است θپارامترهاي   }obs ( : ),i r ry y i s s= ∈ 
  .  استrnي   از اندازهrsي پاسخ   و نمونهyي  شده شوند، بخش مشاهده نمايش داده مي
 var(θˆ( بـا   باشـد كـه    yي    نمونـه  ي كـل      ها   براوردگري براساس داده   θ̂فرض كنيد   

)V̂ي    وسيله هب )y   براي   . براورد شده است ri s s∈ −  ،*
iy  ها   ي بعضي روش    وسيله ه را ب

گيـريم    نظـر مـي   ر  ي كامـل شـده اسـت، د       هـا     را كـه معـرف داده      y*كنـيم و      جانهي مي 
*( : , : )i r i ry i s y i s s∈ ∈ *، داريم y*براساس . − *ˆ ˆ( )yθ θ=و  * *ˆ ˆV V( )y=.  

شـده    ي كامل   ها   داده ي   مجموعه m جر به  جانهي تكرار شده، من    m  ي  جانهي چندگانه 
i,...,  براورد mبا   m=1  و*

îθ  ، هـا    آن  مربـوط بـه      واريـانس  هـاي   و براورد، *V̂i،  بـراي 
,...,i m=1 ي    وسيله ه ب  شده  براورد تركيب . شود  يم* *ˆ /m

ii
mθ θ

=
=∑ . شود   تعيين مي  1
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*صـورت     هـا بـه     واريانس داخل جـانهي    *ˆV V /m
ii

m
=

= ∑ هـا    ي بـين جـانهي      لفـه ؤ و م  1
*ي    وسيله هب * *ˆ( ) /( )m

ii
B mθ θ

=
= − −∑ 2

1 ي   واريـانس براوردشـده   . شـوند    مي تعريف 1
  ي  وسيله ه بθ*كل 

* *V ( ) .W k B
m

= + +
1  

  اي تعيين كنيم كه گونه را به k همچنين لازم است  .شود پيشنهاد مي
  

*( ) var( ).E W θ=  

k نشان داد كه     ]2[روبين   د، كه اساسـاً    هاي مناسب استفاده شو     جانهيتواند با      مي 1=
شـده از يـك توزيـع پـسين در يـك چـارچوب بيـزي               به اين معني است كه مقادير جانهي      

  .كشي شوند قرعه
 انجام آن، استفاده از اميـد  آزمايش و    يك راه . ردرا تعيين ك  ) 2(طور كلي، بايد عبارت      به

}طـوري كـه      ، اسـت بـه    obsyرياضي دوگانه بـه شـرط        }obs( ) ( )E W E E W Y=  و 
{ } { }* * *

obs obsvar( ) var( | ) var ( | )E Y E Yθ θ θ=   نوعاً. +

* ˆ(V ) var( )E θ≈  

*و *
obs obs

ˆ( | ) var( | )E B y yθ= .طور تقريبي  اين به بر بنا  

*
obs

ˆ ˆ( ) var( ) ( ) var( )E W E k E Y
m

θ θ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1  

) علاوه بر اين،. است )
*

obs
obs

ˆvar( )
var

θ y
y

m
θ

∗
) و = ) ( )* *

obs obs
ˆE y E yθ θ= .

* كــهحــاكي از آن اســتايــن  -1 * *
obs obs

ˆ ˆvar( ) {var( )} var{ ( )}m E Y E Yθ θ θ= بــا . +
  صورت  به) 2(ي  ، معادله)4(و ) 3(استفاده از روابط 

)1( 

)2( 

)3( 

)4( 
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* *
obs obs

ˆ ˆ ˆvar( ) ( ) [var( )] var{ ( )}E k E Y E Yθ θ θ+ =  
  .دهد  زير را ارائه ميآيد و عبارت كلي در مي

obs

obs

ˆ ˆvar ( ) var( )
( ) ˆvar( )

E Y
E k

E Y

θ θ

θ

∗

∗

−
=  

قل از پارامترهاي   طور تقريبي، مست    اقل به   بايد حد  باشدي ما     مورد علاقه  k مقدار   اگر
بـراي تـشريح    . برقـرار باشـد   ) 3(ي    علاوه بر اين، لازم است كه رابطه      . نامعلوم تعيين شود  

تواند استفاده شود، در بخـش بعـدي سـه حالـت خـاص بـا                  مي) 5(ي    كه چگونه رابطه   اين
  .دهيم پاسخي تصادفي را مورد بررسي قرار مي بي

  پاسخي تصادفي سه كاربرد براي بي -3

  درنگ براورد ميانگين جامعه با جانهي بي -1-3
گيـريم، كـه    نظـر مـي   را در Nي  ي متناهي به اندازه ي تصادفي ساده از جامعه نمونهيك  
كـاملاً  پاسـخي     همچنين فـرض بـي    . است yاز متغير    μ، براورد ميانگين جامعه    آن هدف

، ]1[ و ليتـل و روبـين        ]2[شناسي روبـين     در اصطلاح . تصادفي نيز درنظر گرفته شده است     
 (Missing Completely at Random) شدن كاملاً تـصادفي   شدگي، گم مكانيسم گم

MCAR  رهـاي پاسـخ    ماگشدن كاملاً تصادفي به اين معنا است كـه ن           گم. شود   ناميده مي
1,...., NR R   هاي پاسخ مشابه      احتمال باPr ( 1)iP R= روش جـانهي،   .  مستقل هـستند   =
*درنگ است كه      روش بي 

iy     به تصادف از obsy شـده اسـت و   كـشي  قرعـه  با جايگذاري 
ــه اســت  ــانگين نمون ــراورد، مي ــد . ب ــانryفــرض كني ــه مي شــده و  ي مــشاهده گين نمون

ˆ ( )
r

r i ri s
r

y y
n

σ
∈

= −
− ∑

2 21
ــه1 ــانس نمون ــشاهده  واري  Y*  پــس.شــده باشــد ي م

شـده   ، و براوردگـر تركيـب      اسـت  شـده   ي كامل   اساس جانهي براي نمونه    ميانگين نمونه بر  
*ي   وسيله  به *Y Y /m

ii
m

=
=∑   نمونـه  معـرف ميـانگين  Ysفرض كنيد . شود  ميتعيين 1

var(Yايــن  بــر بنــا.  باشــدنمونــه اســاس كــل بــر ) -s
n N

σ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1  اســت كــه در آن 1

)5( 
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( ) ( )N
ii

N yσ μ−
=

= − −∑2 1 2
همچنين با توجـه بـه      . نوان واريانس جامعه است   ع   به 11

*كــــــه  ايــــــن
obs( )i rE Y y y= و ( )obs ˆvar( ) σ /i r r rY y n n∗ = −2   اســــــت،1

*
obs(Y ) rE y y=و obs ˆvar(Y ) {( ) / }{( ) / }r r r ry n n n n n σ∗ = − −2   .خواهد بود 21

ــت،   ــن حالــــــــ *در ايــــــــ
*

ˆ ˆV ( )
n N

σ= −2 1 ــه در آن  1 ــت كــــــــ  اســــــــ
* * *

*̂ ( ( ) ( ) )
r r

i i
s s s

y y y y
n

σ
−

= − + −
− ∑ ∑2 2 21
تــــــوان نــــــشان داد كــــــه  مــــــي. 1

* obsˆ ˆ ˆ( )
( )

r
r r

r

nE y
n n n

σ σ σ
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − + ≈⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
2 2 211 1 ــا . برقــرار اســت) 3(ي   و رابطــه1 ب

  داريم) 5(ي  استفاده از رابطه

( )

var( )
( )

ˆ.

( ) /

.

r

r r
r r

r

r r r

r rr r

r

Y
n NE k

n n nE E n
n n

E
n N n N p p

p pn n nE
n n

σ

σ

σ σ

σ

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ −⎝ ⎠⎝ ⎠= ≈ =

−⎛ ⎞− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
2

2 2

2
2

1 1

1

1 1 1 1
1 1
11

  

ــا در )نظــر گــرفتن  كــه ب ) /rf n n n= ــه− پاســخي و قــرار دادن   بــي عنــوان نــرخ  ب
/( )k f= −1   . نظر برقرار است طور تقريبي روابط مورد   به1

 ها براورد ضريب رگرسيون در مدل نسبت با جانهي مانده -2-3

يعنـي  يك مدل نسبت،    .  كاملاً تصادفي است   3-1مانند بخش   پاسخي ه   كنيم بي   فرض مي 
i ،گـذرد    مـي  رگرسيوني كـه از مبـدأ      i iY xβ ε= )var، بـا  + ) ; ,...,i ix i nε σ= =2  را 1

پاسـخ    ي بـي    هـا، همچنـين در نمونـه        ixي    فرض شده است كـه همـه      . گيريم  درنظر مي 
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ˆي    وسـيله   ، به βي كامل     ها ادهبراوردگر د  . ندا معلوم /n n
i ii i

Y xβ
= =

=∑ ∑1  مـشخص   1
σبراوردگــر نااريــب . شــود مــي ˆˆي  وســيله  بــه2 ( ) /( )n

i ii
i

y x n
x

σ β
=

= − −∑2 2
1
1 1 

  .شود مشخص مي
 β̂، بـراورد    rβ̂فرض كنيـد    . نظر گرفته شده است    ها در   روش جانهي رگرسيون مانده   

صـورت   شـده را بـه   هـاي اسـتاندارد    مانـده . باشـد  rsي    شـده   ي مـشاهده    اساس نمونـه   بر
ˆ( ) /i i r i ie y x xβ= ri براي − s∈براي . كنيم  تعريف ميri s s∈ *  مقـدار −

ie 
ie  ،riي    شـده  هـاي مـشاهده      مانـده  ي   مجموعه  روي تصادف و با جايگذاري از     را به  s∈ 
*ي    وسيله  شده به   ي جانهي yمقدار  . كنيم   مي كشي  قرعه *ˆ

i r i i iy x e xβ=  مشخص  +
  .شود مي

nفــرض كنيــد 
ii

X x
=

=∑ 1 ،
r

r ii s
X x

∈
 و ∑=

r

nr i r
i s s

X x X X
∈ −

= = −∑ 
 است و هدف مـا تعيـين مقـدار    rX و rn شرط به ي فرضيات از اكنون به بعد همه. باشد

k نسبت  . باشد  مي) 5(ي    طور مستقيم از رابطه     بهx-   ي   وسـيله   پاسخي به  كل در گروه بي
ــه X/ي  رابطـــ nrf X X= ــت ــده اســـ ــشخص شـــ ــا.  مـــ ــر بنـــ ــن  بـــ ايـــ

r r

* *
i is s s

ˆ ( y y ) / Xβ
−

= +∑    و∑

( ) ( )
r r

* * *
* i i i is s s

i i

ˆ ˆˆ y x y x .
n x x

σ β β
−

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

− ⎝ ⎠
∑ ∑

2 22 1 1 1
1  

ــه ــين   ب ــور تعي ــهkمنظ ــه   )5(ي   از رابط ــار رابط ــي اعتب ــه بررس ــاز ب و ) 3(ي  ، ني
*استخراج

obs
ˆvar( )E yβ  ،*

obs
ˆvar ( )E yβ   و ˆvar ( )β شـود كـه      يادآور مـي  .  است

ˆvar ( ) Xβ σ= براي مقـادير بـزرگ و      ) 3 (نشان داده شده است كه شرط      1در پيوست   . 2
  كه  برقرار است و اينrnمتوسط 

*
obs

( )ˆvar ( ) nr nr

r r

d d n XE y
X X n
σ σβ −

= + ⋅
2 2

1 2
2

1

*
obs

ˆvar ( ) ( )nr
r

r

XE y n d
X n

σβ = ⋅ + −
2

12 2  

)6(  

)7( 
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≥dكه در آن  1o ، d ≤2 ) 5(ي  و قرار دادن آن در رابطه) 7(و ) 6(با استفاده از روابط . 1
  خواهيم داشت

. ( ) ( )
( )

r r r nr nr r nr

r nr r r r

n X n X X d d n X X nXk d d
X X n d X n

− + −
= ≈ + −

+ −

2
1 2

1 2
1

1 12  

ixي    لازم به ذكر است كه اگر همه       dايـن    بـر   باشد، بنـا   1= d= =1 2 اكنـون بـا    . 1
X/درنظــر گــرفتن  nrf X X=ــسبت ــي-x كــه ن  پاســخي اســت و  كــل در گــروه ب

/nrf n n= پاسـخي اسـت، چـون معمـولاً       كه نرخ بي( )d d− ≈ o1  سـرانجام  اسـت،  21
   .آيد دست مي  پاسخي به هاي بي و نرخ xي زير براي مقادير معمول  رابطه

( )
X X

fk d d
f f f

≈ + − ≈
− − −1 2
1 111 1 1  

 ها   خطي ساده با جانهي مانده براورد ضريب رگرسيون در رگرسيون-3-3

Pr بـا  پاسـخي  بـي  مكانيـسم  3-2 و  3-1همانند بخش    ( )iP R=  كـاملاً   گـم شـدن  1=
)var(2 مـدل رگرسـيون خطـي سـاده بـا         . نظـر گرفتـه شـده اسـت        تصادفي در  σε =i 

i,...,براي n=1 صورت    بهi i iY xα β ε= + ها معلـوم   ixي  همه.  شده است   فرض +
n/همچنين فرض شده است كه    . ندا شدهرض  ف

ii
x x n

=
= =∑ o1 .اين براوردهاي   بر بنا

ˆي    وسيله  ها به   اساس كل داده   بر /n
i i i xx y SSβ == ∑  مشخص شـده اسـت كـه در آن       1

n
x ii

SS x
=

=∑ 2
ˆ  و1 /n

ii
y y nα

=
= =∑ ــب . 1 ــر نااريـ σبراوردگـ ــه2 ــيله  بـ ي  وسـ

ˆˆˆ ( )n
i ii

y x
n

σ α β
=

= − −
− ∑ 2

1
12
  .شود  مشخص مي2

ي  ي پاســخ باشــند كــه از رابطــه  براوردهــاي براســاس نمونــهrα̂، rβ̂فــرض كنيــد 
ˆˆr r r ry xα β= , و   −

ˆ ( ) /
rr i s i r i x rx x y SSβ ∈= ∑ همچنـين  . آينـد   دست مـي     به −

/
rr i s i ry y n∈= ∑، /

rr i s i rx x n∈= , و∑ ( )
r

x r i ri s
SS x x

∈
= −∑ 2.  

شـده بـراي     هـاي مـشاهده      مانـده  ؛شود  صورت زير تعريف مي    هاي ساده به    جانهي مانده 
rj s∈ ،ˆˆ( )j j r r je y xα β= − riاي بــر. اســت − s s∈ −;*

ieتــصادف و بــا     بــه
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)جايگذاري از    , )j re j s∈ مقـدار   .  شده است  كشي  قرعهy  ي   وسـيله   شـده بـه     ي جـانهي
* *ˆˆi r r i iy x eα β= +   .شود  مشخص مي+

ˆ* نـد از  ا  عبـارت  اساس جانهي  براوردهاي بر  ( ) /
r ri s i i i s s i i xx y x y SSβ ∗

∈ ∈ −= ∑ + ∑ 
ˆو ( ( ) ) /r r r nrn y n n y nα∗ ∗= + ــه در آن − )/ كــــــــ )

rnr s s i ry y n n∗ ∗
−= ∑  و −

{ }* * * * *
*

ˆ ˆˆ ˆˆ ( ) ( )
r r

i i i is s s
y x y x

n
σ α β α β

−
= − − + − −

− ∑ ∑2 2 21
2

توان نـشان داد      مي. 
ــه  ــه (كـــ ــراي خلاصـــ ــات بـــ ــت  ي اثبـــ ــه پيوســـ ــد 2 بـــ ــاه كنيـــ )  نگـــ

*ˆ( ) r

r

n n fE E
n n

σ σ σ
⎛ ⎞− −

= ⋅ ≈⎜ ⎟−⎝ ⎠
2 2 22 2

 نيـز اشـاره     3-1طور كه در بخـش        كه همان  2
)شد   ) /rf n n n= )varˆچون  .  است − ) / xSSβ σ= برقـرار  ) 3(ي    ايـن رابطـه    بـر  ، بنا 2
*شـود كـه       مي ديدهسهولت   به. است

obs
ˆ ˆ( ) rE yβ β= و *

obs
ˆvar( ) . /e r xy s c SSβ = 2 

/كه در آن    
r

e i rs
s e n=∑2 / و   2 ,

r
r i xs s

c x SS
−

= ∈< >∑ 2 0 نشان داد كـه    توان    مي. 1
( ) r

e r
r

nE s s
n

σ−
=2 )وضــــــــوح  همچنــــــــين بــــــــه. 22 )r rE c p= −1 

,و
ˆvar( ) /r r x rs SSβ σ=   شود كه  نتيجه مي) 5(ي  از رابطه. 2

, ,( / ) / /  ( ) /
( )

( )  {( ) / }/ ( ) /
x r x x r x

r r r x r x

E SS SS E SS SS
E k

p E n n SS p SS
− −

= ≈
− − −

1 1 1 1
1 2 1  

اي كـه     گونـه   اي تصادفي ساده است به       نمونه rn  ،rsبا استفاده از اين حقيقت كه به شرط         
)covگرهاي پاسخ آن با   مان , ) ( ) /( )i jR R f f n= − − −1  كـه  يـابيم  اند، درمي  بسته هم 1

,( ) r
x r r x

pE SS p SS
n
−⎛ ⎞= −⎜ ⎟−⎝ ⎠

1
  طور تقريبي   شود كه به نتيجه مي. 1

/( ), ( ) .
r

r

k f E k
pp

n

= − = ≈
−

1 11 1 1  
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 شده بندي طبقه هاي جانهي چندگانه براي نمونه -4

 هاي جداگانه تركيب -1-4

 ست كه براي هر طبقه اين كار بـه        ا   ي كامل اين    ها   داده ي  مجموعه mيك روش تركيب    
 پـس   .تعيـين شـود   ي مجزا بـراي هـر طبقـه         k يك مقدار     يعني طور جداگانه انجام شود    

,صـورت   نمونـه بـه  ي طبقـه  Hبـه    sي    ونه نم ؛صورت زير است   كلي به ساختار ,s sΗK1 
 hs ي  نمونـه شـده از زير      طـرح ريـزي     ي    هـا    كـل داده   hyفـرض كنيـد     . شـود   تقسيم مي 

, فــرض شــده اســت كــه.  باشــدhnي  انــدازه بــه ,y y Η…1 بخــش . مــستقل هــستند
 بـه   hsي پاسـخ از        نمونه hrs كهشود     مي  نمايش داده  obshy, با نماد    hy ي  شده  مشاهده
ي كامــل، جمــع عبــارات هــا   دادهي  مجموعــهبــر مبتنــي براوردگــر .  اســتhrnي  انــدازه

ˆمـــستقل ˆH
hh

θ θ
=

=∑ دســـت آمـــده    بـــهhyاســـاس   بـــرĥθ اســـت كـــه در آن 1
ˆ.است ˆvar( ) var( )h hθ θΗ

== ∑ ˆˆاز طريق    1 ˆV( ) V ( )H
h hh

yθ
=

=∑ شود كـه در       براورد مي  1
V̂آن  ( )h hy بــراورد واريــانس ĥθ براســاس hyبــراي .  اســتh hri s s∈ − ،*

iy  بــا
*شود و     جانهي مي obshy,براساس  ها    استفاده از برخي روش   

hy  ي كامل    ها  عنوان داده   را به
*گيـريم   درنظر مـي  

,obs( , , )h i h hry y i s s∈ *براسـاس   . −
hy  داريـم ،* *ˆ ˆ ( )h h hyθ θ=  و 

* *ˆ ˆV V ( )h h hy= .ــپس بر ــر اس ــر وردگ ــي ب ــه مبتن ــانهي ب ــيله  ج ˆي  وس
ĥ

h

θ θ
Η

∗ ∗

=

=∑
1

 و 
ˆ ˆV V

H

h
h

∗ ∗

=

=∑
1

 mجـانهي تكـرار شـده بـه          mي    جـانهي چندگانـه   . شـوند    مشخص مـي   
,صورت   ، به hي     براورد براي هر طبقه    mشده با     ي كامل   ها   داده ي  مجموعه

ˆ
h iθ براورد   و 

*واريانس مربوط   
,V̂h i   براي , ,i m= K1   هـاي    براوردهاي كل و واريانس   . شود  ميمنجر

*صــورت  مربــوط بــه *
,

ˆ ˆH
i h ih

θ θ
=

=∑ , بــراي1 ,i m= K1و  * *
,

ˆ ˆV VH
i h ih=
= ∑  بــراي 1

, ,i m= K1ــت ــب.  اسـ ــراورد تركيـ ــه  بـ ــراي طبقـ ــده بـ ــهhي  شـ ــيله ام بـ ي  وسـ
,

ˆ /m
h i h i mθ θ∗ ∗

== ∑  عبـارت   امhي    واريانس داخل جانهي براي طبقـه     . شود   مشخص مي  1
ــت از  ,اسـ

ˆV V /m
h i h i m∗ ∗

== ∑ ــهؤ و م1 ــه  لفـ ــانهي بـ ــين جـ ــيله ي بـ ــه وسـ ي  ي رابطـ
,

ˆ( ) /( )m
h i h i h mθ θ∗ ∗ ∗

=Β = ∑ − −2
1 ، 2 بخش   ي  همان ايده با دنبال كردن    . شود   مشخص مي  1
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*ي كـل      ، واريـانس براوردشـده    )1 (ي  رابطه
hθ  صـورت    ، بـه* *( )h h h hW V k B

m
= + +

1 
ˆي    وسـيله   شـده نيـز بـه       ل تركيـب  براورد ك . شود  پيشنهاد مي  /m

i i h hmθ θ θ∗ ∗ Η ∗
= == ∑ = ∑1 1 

صورت  تواند به    نيز مي  θ*ي كل   واريانس براوردشده گيريم كه    نتيجه مي . شود  مشخص مي 
  .ي زير بيان شود رابطه

* *
sep V ( )

H H

h h h
h h

W W k B
m= =

= = + +∑ ∑
1 1

1  

Vˆكه در آن   V / Vm H
i i h hm∗ ∗ ∗
= == ∑ = ∑1 برقرار  hي    براي هر طبقه  ) 3(ي    اگر رابطه .  است 1

  باشد 
ˆ( ) var( )h hE V θ∗ ≈  

  ي زير صدق كند  بايد در رابطهhk، )5(ي  و با استفاده از رابطه
*

,obs

*
,obs

ˆ ˆvar ( ) var( )
( ) ˆvar( )

h h h
h

h h

E Y
E k

E Y

θ θ

θ

−
=  

خـصوص    كـه بـه   است  ) 1( ديگر براي فرمول تركيبي معمول       شقيك  ) 8(فرمول تركيبي   
 . باشـيم دست يافتـه   k و نه براي hk ساده براي هايي كه به عبارت سودمند است زماني

  .در اين حالت بسط داده است kبخش بعدي يك عبارت براي 

  يك فرمول تركيبي كلي- 2-4

هـدف تعيـين فـاكتور      . مشخص شده باشد  ) 1(ي    رابطهبا استفاده از     Wاكنون فرض كنيد  
)sepچون. است kبين جانهي  ) ( )E W E W=اين داريم بر  است، بنا  

* *
H

h h
h

E k B E k B
m m=

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∑
1

1 1  

)8( 

)9( 

)10( 

)11( 
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}كــه در آن، }* * * * *
,

ˆ ˆ( ) ( )m m
i h i hi i h

B
m m

θ θ θ θ
= =

= − = −
− −∑ ∑ ∑

2
2

1 1
1 1
1 1

توجــه . 
)كـه چـون     شته باشـيد    دا )* * *

obs obs
ˆ ˆ( | ) var( | ) var |H

obs hh
E B y y yθ θ

=
= =∑  و  1

**همچنين
obs obs

ˆ( | ) var( | )h hE B y yθ=،  اين بر بنا   
* *

obs obs( | ) ( | ).H
hh

E B y E B y
=

= ∑ 1  
   صورت ، به)11 (اتحاداين  بر بنا

* *
obs obs{ ( )} { ( )}H

h hh
E k E B Y E kE B Y

=
=∑ 1  

 اسـتفاده كنـيم، بـه حـل    ) 1(در صورتي كه بخواهيم از فرمـول تركيبـي معمـول    . شود  مي
* *

obs obs( ) / ( )H
h hh

k k E B y E B y
=

= ∑   لذاو يابيم   دست مي1
*

*obs
obs

* *
obs obs

ˆvar( ) ˆvar( )
.ˆ ˆvar( ) var( )

H

h h H
hh

h
h

k y y
k k

y y

θ θ
θ θ

=

=

= =
∑

∑1

1
  

 مثلاً ها برابر باشند،hkي  زماني كه همه.  استhk ميانگين موزون از  يككه اين رابطه
hk k= oي اي برا ، به عبارت سادهk  يعنيk k= oيابيم  دست مي.  

پاسـخي تـصادفي      شـده و بـي      بندي  هاي طبقه   چهار كاربرد براي نمونه    -5
 درون طبقات

درنـگ    شده بـا جـانهي بـي        بندي  ي طبقه   براورد ميانگين جامعه از نمونه     -5 -1
 شده بندي طبقه

 H، بـا    Nي    اندازه ي متناهي به     از يك جامعه   شده بندي   طبقه ي هاي تصادفي ساده    نمونه
, براي   hNي    اندازه ي به   طبقه ,h H= 1K     هـدف بـراورد ميـانگين      .  را درنظـر بگيريـد

 و  ]2[پاسخي كاملاً تصادفي، كه توسط روبين         كنيد بي   فرض  . است y از متغير    μجامعه  
در هر طبقـه وجـود      نشان داده شده است،     ) تصادفي شدگي  گم( MAR با   ]1[ليتل و روبين    

)12( 
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ام، hي    گرهـاي پاسـخ در طبقـه      ماايـن مطلـب بـه ايـن معنـا اسـت كـه ن              . داشته باشـد  
,1hR،K،, hh NRهــاي  بــا احتمــال,( )hr h ip P R= = روش . از هــم مــستقل هــستند 1

شـده از     بخـش مـشاهده    obshy,فرض كنيد   . شده است  بندي  درنگ طبقه   جانهي، روش بي  
obs,باشد،   hي     از طبقه  hrnي    اندازه  به hrs پاسخي    ونهنم ( : )h i hry y i s= سپس . ∋

*ي    شده  مقدار جانهي 
iy   ي     در طبقـهh  تـصادف از     ام بـه,obshy  شـود    مـي  كـشي   قرعـه .

ي معمـول     شـده   بنـدي   ي كـل نمونـه، ميـانگين مـوزون طبقـه            هـا    داده  بـر   مبتنيبراوردگر  
stratY /H H

h h h hh h
N y N v y

= =
= =∑ ∑1 ــت 1 ــن. اسـ ــا،  در ايـ h/جـ hv N N= و 

/
h

h i hs
y y n=∑      است كه در آن hs ي    ي طبقه    نمونهh   ام وh hn s= پس.  است 

stratvar( Y ) H
h hh

h h

v
n N

σ
=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 2 2

1
1 ــا 1 ) بـــ ) /( )

h

h i h h
i U

y Nσ μ
∈

= − −∑2 2 1 ،
 hμام و hي  طبقـه ، جمعيـت  hUجـا   در ايـن . باشد ام ميh ي واريانس جامعه در طبقه

  . استhUميانگين در 
ام و hي  شـــده از طبقـــه  ي مـــشاهده  ميـــانگين نمونـــه hryفـــرض كنيـــد 

ˆ ( )
hr

hr i hri s
hr

y y
n

σ
∈

= −
− ∑

22 1
 ـ  1 براوردگـر  . شـده باشـد    ي مـشاهده    ه واريانس نمون

 ـ   مبتني بر  *ي    وسـيله  ه جـانهي ب *
stratY /H

h hh
N y N

=
= ∑ شـود كـه در آن         مـي  تعيـين  1

( ) ( )* * */ /
hr h hr h hr

h i i h hr hr i hs s s s s
y y y n n y y n

− −
= + = +∑ ∑ فـرض  .  است ∑

*تكرار جانهي    mكنيد  
stratY ي    وسيله ه ب*

strat ,Y i راي   ب, ,i m= 1K     نمـايش داده شـود  .
*ي  وسيله ه ب شده براوردگر تركيب *

strat strat ,Y Y /m
ii

m
=

= ∑   . شود  مشخص مي1

 تركيبات طبقات مجزا - 1-5- 1

)/ نتيجه شد كه     3-1از بخش    )h hk f= −1 )،  كه در آن      1 ) /h h hr hf n n n=  نـرخ   −
 فرمول تركيبي براورد واريانس     ،)8(ي     رابطه با استفاده از  . ام است hي    هپاسخي در طبق    بي

*
stratY صورت  به  
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* *
sep V

H

h
h h

W B
f m=

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑
1

1 1
1  

*جا،   در اين . است *V VH
hh=

=∑  مبتنـي بـر    براورد واريانس     از مقدار m ميانگين   Vh* و   1
*جانهي 

*
ˆ ˆ ( )h h h

h h

V v
n N

σ= −2 2 1    است كه در آن1

( )* * *
*ˆ ( ) ( )

hr h hr
h i h i hs s s

h

y y y y
n

σ
−

= − + −
− ∑ ∑2 2 21
1  

 )1(ي   در رابطهkتعيين . فرمول تركيبي كلي - 1-5- 2

*، لازم اســــــــــــت كــــــــــــه ) 12(ي  از رابطــــــــــــه
obsvar( Y )h hv y و 

* *
strat obs obsvar(Y ) var( Y )H

h hh
y v y

=
=∑   پس از آن .  تعيين شوند1

*
obs

*
strat obs

var( )
var( )

H
h h

h h

v Y y
k

f Y y=

= ⋅
−∑

1

1
1 

  اكنون،
*

,obs(Y )h h hrE y y=  
   و 

*
,obs

ˆ( ) ˆvar(Y ) . .h hr hr h hr
h h hr

h hr h

n n n fy
n n n

σσ
⎧ ⎫ ⎧ ⎫− −

= ≈⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

2
2

2
1  

  .صورت زير تعيين كنيم را به kتوانيم مقدار  ميبنابراين 
ˆ /

ˆ /

H
h h hr h

H
h h

k k kr h
k

f v nk
f f v n

σ

σ=

=

= ⋅
−∑

∑

2 2

2 21

1

1
1
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ˆ بزرگ باشد، hNي  ي طبقه ها دازهاگر ان ˆV( Y ) /h h h hr hv v nσ= 2 . شود  درنظر گرفته مي2
ˆهمچنين اگر فرض كنيم  ˆV( Y ) / V( Y )H

h h h h k k kk
b f v f v

=
= ∑   گاه   باشد آن1

V̂( Y )

V̂( Y )

H

h h h H
h h

hH
h h

h h h
h

v f
fk b

fv f

=

=

=

−
= = ⋅

−

∑
∑

∑
1

1

1

1
1 1

1  

چون  
H

h
h

b
=

=∑
1

.  عكس نرخ پاسخ اسـت     موزونميانگين   kشود كه      است، نتيجه مي   1
hfي   اگر همه  f=  گاه مقدار    ، آن  باشد پاسخي كلي   ، نرخ بيk    ي تـصادفي     ماننـد نمونـه
)/صورت   ساده به  )k f= −1 يـا نـرخ    صـورت، اگـر      درغيـر ايـن   . شـود    درنظر گرفته مي   1

Yhي     باشد و يا واريانس براوردشده     زيادپاسخي    بي hv نرخ پاسخ طبقه     باشد،   زيادhf−1 ،
  .  دارد زيادي وزن

 )1(ي   در رابطهkيك عبارت ديگر براي  - 1-5- 3

به . دست آورد   به kبراي  توان فرمول ديگري      طور مستقيم، مي   به) 5(ي     از رابطه   با استفاده 
 مـستقل هـستند، كـه ايـن مطلـب      Yh*ي   شـده   ي جانهي   هاي نمونه  ، ميانگين obsyشرط  

ــه   ــن دارد كــ ــر ايــ ــت بــ *دلالــ
strat obs strat ,(Y ) /H

h hr rh
E y N y N y

=
= =∑  و 1

*
strat obs ˆvar(Y ) . /H

h h hr hh
y f nν σ

=
≈∑ 2 2

ــت . 1 ــدرس ــه3-1د بخــش مانن ) 3(ي   ، رابط
  .آيد دست مي ي زير به ، رابطه)5(ي  برقرار است و با استفاده از رابطه

( )

strat , stratvar(Y ) var(Y )
( )

ˆ( . / )

ˆ.

r

h h hr h
h

H H

h h h h
h hhr h h h

H
h

h hr hr
h h

E k
E v f n

v E v
n N n N

fv E E n
n

σ

σ σ

σ

= =

=

−
≈

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

∑ ∑

∑

2 2

2 2 2 2

1 1

2 2

1

1 1 1 1  

)13( 
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. ( )
( )

( )( )

H H
hr h h

h h h h
h hh hr hr h

H H
hr h

h h h h h
h hh hr

p fv v E f
n p n E f

pv v E f f
n n

σσ

σσ

= =

= =

− −
−

≈ =
−

−

∑ ∑

∑ ∑

2
2 2 2

1 1
2

2 2 2

1 1

1 11
1

1 1
  

var(Yاكنـــــــون،  ) var(Y ) ( / )hr hr hr h hrE n E nσ= = 2 بـــــــا فـــــــرض  . 1
ˆ ˆV( Y ) /h hr h hr hrv v nσ= 2  بـزرگ   hNي   طبقههاي    توان نتيجه گرفت كه اگر اندازه        مي 2

  باشد، با درنظر گرفتن 

ˆ( ) V( Y )
( )

V̂( Y )

H

h h h hr H
h

h hH
h

h h hr
h

f f v
a f

k f v

=

=

=

−
= = −
∑

∑
∑

1

1

1

11 1  

ˆها    كه در آن وزن    ˆV( Y ) / V( Y )H
h h h hr k k krk

a f v f v
=

= ∑  عبارت مربوط به  است،   1
( )E k چـون   . كند  صدق مي طور تقريبي     بهH

hh
a

=
=∑ 1 /م كـه  يـابي   مـي   اسـت، در   1 k1 

hfي    اگر همه . هاي پاسخ است    ميانگين موزون نرخ   f=    باشـد  پاسـخي كلـي     ، نـرخ بـي  ،
)/ نشان داده شد،     5-1-2طور كه در بخش    همان )k f= −1 گونه كـه    همان.  خواهد بود  1

اشـاره كـرديم كـه نـرخ پاسـخ          ) 15(ي    ابطه ديديم، به اين نكته نيز در ر       5-1-2در بخش   
Yhي   باشد و يا واريانس براورد شـده       زيادپاسخي    ، حتي اگر نرخ بي    hf−1  طبقه hrv  زيـاد 

ي   وسـيله   ي پاسـخ بـه      بـراورد مجمـوع براسـاس نمونـه       . كنـد   اخـذ مـي    زيادي   وزنباشد،  
strat ,Y Yr h hrh

ν=∑  كه ) 14(ي    با درنظر گرفتن اين حقيقت از رابطه      . شود   مشخص مي
( ) var( Y ) ( ) / var( Y ) ( )

( )
H H

h h h h h hh h
h

E k v E f v E f
E f= =

≈
−∑ ∑1 1
1
فرمــول  ،1

ي   ي طبقـه    ها  توان نتيجه گرفت كه اگر اندازه       اين مي  بر بنا. آيد  دست مي    به kبراي  ) 13(
hN     ن مقـدار     بزرگ باشد، با قرار دادk     مـشخص شـده اسـت،      ) 13(ي    اي كـه در رابطـه

)فرمول )E kطور تقريبي برقرار است  به.  
  

)14( 

)15( 
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 )ها نسبت بخت(براورد لگاريتم .  دودوييتبيينيرگرسيون لوژستيك با متغيرهاي  - 5- 2

Yمتغيرهاي   1،K، nY       د و  ن ـكن   را اخذ مـي    1 و   صفر متغيرهاي مستقلي هستند كه مقادير
xبا مقادير ثابت معلوم      x تبيينيمتغير   1،…،nx    نـد،  ك   را اخـذ مـي     1 و   صفر كه مقادير

ــر ــت  درنظـ ــده اسـ ــه شـ ــال.  گرفتـ ــا  رده احتمـ ــا هـ ) بـ )i iP Y xπ = = =1 1  و 1
( )i iP Y xπ = = =1o o     شـدن تـصادفي بـراي        يـك مـدل گـم     .  مشخص شـده اسـت

ــخ  ــاي پاسـ ــال  R1، K ،nRمتغيرهـ ــا احتمـ ــاي  بـ )هـ )i i rP R x p= = = 11  و 1
( )i i rP R x p= = =1 oo تـوان مـدل را در قالـب مـدل لوجيـت                مـي . شـود    مـي  فرض

)صورت   به ) ( ){ }log /P Y x P Y x xα β= = = +1 o كرد كـه در آن      بازپارامتري 

{ }log /( )α π π= −1o o   و ( )
( )

/
log

/
π π

β
π π

−
=

−
1 11

1o o

هدف .  است ها   لگاريتم نسبت بخت   
ــراورد  ــتβب ــد  .  اس ــرض كني )ف ),...,s n= ــه  1 ــل نمون ــرف ك ــات    مع ــا طبق ي ب

{ }: is i s x= ∈ =1 } و   1 }: is i s x= ∈ =o o هاي    اندازه.  باشدs o   و s1    بـا no   و n1 
n كه   ندا مشخص شده 

ii
n x X

=
= =∑1 n و 1 n X= −o هـاي پاسـخ در       نمونـه . است

}طبقات،   }:r is i s R= ∈ =1 1 } و   1 }:r is i s R= ∈ =1o o     ي پاسـخ      با مجمـوع نمونـه
rs   ي     به انـدازهrn  همچنـين فـرض كنيـد       .  هـستندr rn s=1 r و   1 rn s=o o  باشـد . 

 كه   بينيم  مي
r

r i rs
n x X= r و 1∑= r rn n X= −o. هـاي      داده توان  ميrs كـه در     را 

x معرف تعداد مشاهدات با      ijrnآن   i=   و y j=  جدول (صورت زير نمايش داد       است، به
  ). را ببينيد 1

ˆترتيب برابـر       به rπ. و   1rπنمايي براي     پس براوردهاي ماكسيمم درست    /r r rn nπ =1 11 1 
ˆو  /r r rn nπ = 1o o o ــه ــت و در نتيج ــتنمايي   اس ــسيمم درس ــراورد ماك ــهβب ــورت   ب ص

( )ˆ ˆ/( )ˆ log log /
ˆ ˆ/( )

r r
r r r r r

r r

n n n nπ πβ
π π

−
= =

−
1 1

11 1 1
1
1 oo o o

o o

براوردگر  به همين ترتيب،  .  است 

)ي  وســيله مبتنــي بــر كــل نمونــه بــه )ˆ ˆ/( )ˆ log log /
ˆ ˆ/( )

n n n nπ πβ
π π

−
= =

−
1 1

11 1 1
1
1 oo o o

o o

 بــا 
  صورت توان اين براورد را به مي. شود تناظر نمايش داده مينمادهايي آشكارا م

  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

os
s.

sr
tc

.a
c.

ir
 o

n 
20

26
-0

1-
29

 ]
 

                            17 / 39

http://ijoss.srtc.ac.ir/article-1-97-fa.html


 زهرا رضايي قهرودي   170

 ................................. 191-153، صص 1388بهار و تابستان ، 1  ي ، شماره20سال مطالب آماري،   گزيده ..................................

  پاسخي براي دو رده شده و مجموع بي ي مشاهدهها  داده - 1جدول 
/y x  y = o  y   پاسخي بي  مجموع  1=

x = o  rnoo  rn 1o  rno  rn n−o o  
x =1  rn1o  rn11  rn1  rn n−1 1  

  
{ } { }ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆlog /( ) log /( )β π π π π β β= − − − = −1 1 11 1o o o       4- 1به همان شكل بخـش ،

s و   s1ي مجزاي     با نمونه  ي كه از طبقات   β̂o و   β̂1همچنين  . بيان كرد  o انـد،    دست آمده    به
طور تقريبـي داراي توزيـع       به β̂ بزرگ،   n1 و noي    هاي نمونه   براي اندازه . مستقل هستند 

( )ˆ,N
β

β σ }اســـت كـــه در آن  2 } { }ˆ ( ) ( )n n
β

σ π π π π− −= − + −1 12
1 1 11 1o o o اســـت .

)طــــــــور تقريبــــــــي  همچنــــــــين بــــــــه ) ( ){ }ˆvar / nβ π π= −1 1 1 11 و  1
( ) ( ){ }ˆvar / nβ π π= −1 1o o o oــر )اورد و ب )ˆvar βــر مــشخص   از طريــق رابطــه ي زي

  :شود مي

( ) ( ) ( )
ˆV̂

ˆ ˆ ˆ ˆn n n n n n
β

π π π π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠o o o o o oo1 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1  

)اي كه  گونه به )ˆˆ ˆ ˆV V Vβ = + o1 كه در آن ،V̂
n n

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠o

1
11 1

1 V̂ و 1
n n

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

o

o oo1

1  به 1

  . هستندβ̂oو  β̂1ترتيب براورد واريانس 
rsشـده در     براي هر مقدار گـم     ؛رنظر گرفته خواهد شد    اكنون روش جانهي زير د     s−1 1 ،

xبه شرط    Y ي  تصادف از توزيع براوردشده     به y*ي  شده  مقدار جانهي  = صورت زيـر     به 1
  ؛ شده استاستخراج

ˆبا احتمال  /r r rn nπ =1 11 1 ،*y ˆ و با احتمال 1= rπ− 11 ،*y = o.  
rs  براي   روش جانهي  همين s−o o  ه  اي ك ـ   گونه شود به    استفاده مي*y  تـصادف از     بـه

xبه شرط    Yي    توزيع براوردشده  =o روش جـانهي    همـان ايـن روش    . شود  مي  استخراج 
تصادف و با جايگذاري از      شده به  اي كه مقادير جانهي     گونه  شده است به    بندي  درنگ طبقه   بي

,obs ( : )i ry y i s= ∈1 ) و 1 ),obs :i ry y i s= ∈o o شوند  مياستخراج.  
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rsشده در     مقادير براورد  s−  كـه  هاي اصلي نـشان داد        توان به همان شكل داده      را مي
*در آن 

ijnشده با   معرف تعداد مقادير جانهيx i= و y j= را ببينيد 2جدول ( است .(  
)ي    وسـيله    براساس جانهي بـه    π1براورد   )* *ˆ /rn n nπ = +1 11 11 شـود     مـشخص مـي    1

   جانهيمبتني براي كه براورد  گونه به

( ){ } ( ) ( ){ }* * * * *ˆ ˆ ˆlog / log /r rn n n n nβ π π= − = + − −1 1 1 11 11 1 11 111  
 صـــورت براســـاس جـــانهي بـــه β و βoهـــاي براورد، بـــه همـــين ترتيـــب. اســـت

( ) ( ){ }* * *ˆ log /r rn n n n nβ = + − −1 1 1 1o o o o o o و * * *ˆ ˆ ˆβ β β= −1 o شوند  ميتعيين. 

m شده به جانهي تكرار mبراورد  *
,

ˆ
iβ 1، *

,
ˆ

iβ o ،*ˆ
iβ براي , ,i m= K1شود  مي منجر. 

  ي  به وسيلهشده براورد تركيب
  * * * * * *

, ,
ˆ ˆ ˆ/ / /m m m

i i ii i i
m m mβ β β β β β

= = =
= = − = −∑ ∑ ∑1 11 1 1 o o

  
  ؛شود صورت زير مشخص مي  بهβ̂ براي V̂*ي  شده براورد واريانس جانهي. شود بيان مي

*
* * * *V̂

r r r rn n n n n n n n
= + + +

+ + + +o o o o oo oo11 11 1 1 1 1

1 1 1 1  

) كه بينيم مي ) ( ) ( )
*

obsV̂
ˆ ˆ ˆ ˆr r r r

E y
n nπ π π π

≈ +
− −o o o1 1 1

1 1
1 برقرار ) 3(ي   و رابطه1

  . طور مجزا براي هر رده برقرار است  نيز به) 9(ي   كه رابطهكنيم توجه ميهمچنين . است

 هاي مجزا  رده تركيب - 2-5- 1

k و 1kكنـيم و مقـادير مجـزاي          استفاده مي  4-1 بخش   هيافتابتدا از ر   o  را بـراي دو رده 
}ي اول  طبقه. كنيم تعيين مي : }is i s x= ∈ =1  نشان 3 در پيوست. گيريم نظر مي  را در1

)داده شده است كه      )*
,obs

ˆ ˆ
rE yβ β≈1 1 ) و 1 ) ( ) ( )*

,obs
ˆ ˆˆvar V ry f fβ β≈ −1 1 1 1 با . 11

  طور تقريبي داريم  ، به)10(ي  استفاده از رابطه
  

)16( 
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  شده براي دو رده  جانهيهاي مجموع - 2جدول 
/y x  y = o  y   مجموع  1=

x = o  *noo  *n 1o  rn n−o o  
x =1  *n1o  *n11  rn n−1 1  

  

( )
( ){ }

( ) ( )
( ){ }

( )

( ) ( )

( )

ˆ ˆvar varˆ ˆvar( ) var( )
ˆ ˆˆ ˆV( ) [V( ) ]

/

r rr

r r r

r r r

r r

r

E n
E k

E f f E f f E n

E
n n p p

p pEf f
n

β ββ β
β β

π π

π π

−−
= =

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠≈ ≈ =

−−
−

1 1 11 1
1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 11 1
1 1 1

1 1

1 1 1
1 1 1

1 11 1

  

) كه با قرار دادن    )/k f= −1 11 درست به همين   . كند  ابطه صدق مي  طور تقريبي در ر      به 1
) بريم كه   ترتيب پي مي   )/k f= −1 1o o      اسـت كـه در آن ( ) /rf n n n= −o o o o   نـسبت 

ــي ــه  ب ــخي در طبق ــت soي  پاس ــهؤم. اس ــراي   لف ــانهي ب ــين ج ــهβ̂1*ي ب ــيله  ب ي  وس
( )* * *

,
ˆm

ii
B

m
β β

=
= −

− ∑
2

1 1 11
1

B*شـود و همچنـان         مشخص مـي   1 o ي بـين     لفـه ؤ، م
 β بـراي    β*ي براورد تركيبي      اين يك واريانس براوردشده    بر بنا. است β̂o*جانهي براي   

  شود صورت زير مشخص مي به) 8(ي  طهاساس جانهي، با استفاده از راب بر
* *

sep V xx
x

W B
f m=

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ o

1 1 1
1  

 است كه از طريق ∗V̂ي شده تكرار براورد واريانس جانهي m ميانگين V*كه در آن 
  . مشخص شده است) 16(ي  رابطه
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 )1(ي   در رابطهkيين تع. فرمول تركيبي كلي  - 2-5- 2

) چون )*
,obs

ˆ ˆˆvar( ) V( )ry f fβ β= −1 1 1 1 ) و 11 )*
,obs

ˆ ˆˆvar( ) V( )ry f fβ β= −o o o o o1 
  ؛داريم) 12(ي  است، از رابطه

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
ˆ ˆˆ ˆV( ) V( )

ˆ ˆˆ ˆV V

r r

x x xr x x xr
x x

f f f f
k

f ff f f f

β β

β β
= =

− −
= ⋅ + ⋅

− −− −∑ ∑
o o o

o

o o

1 1 1
1 1

1

1 11 1
1 11 1

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆvar / var varr r r r rn n n f nβ β β≈ = −1 1 1 1 1 1 1  ،بـــــه همـــــين ترتيـــــب. 11
( ) ( ) ( )ˆ ˆvar var r rf nβ β≈ −1o o o o

 تـوان واريـانس براوردهـاي كـل         اين مـي   بر بنا.  است 
ــه ــق   β̂o و β̂1ي  نمونــــ ــب از طريــــ ــه ترتيــــ ) را بــــ ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆV V rfβ β= −1 1 11 

)و ) ( ) ( )ˆ ˆˆ ˆV V rfβ β= −o o o1اين  بر بنا.  براورد كرد  

( ) ( )
( )

ˆ ˆˆ ˆV( ) V( )

ˆ ˆˆ ˆV Vx x x xr
x x

f fk b b
f f f ff f

β β

β β
= =

= ⋅ + ⋅ = + ⋅ −
− − − −∑ ∑

o o

o o

o o

1 1
1 11 1

1 1

1 1 1 1 11 1 1 1  

. هاي پاسـخ اسـت       عكس نرخ  موزونميانگين   k كه   بينيم  مي 5-1-2 بخش   درست مانند 
hfي    اگر همه  f=     گـاه    ، آن  باشـد  پاسـخي كلـي      ، نـرخ بـي( )/k f= −1 غيـر   در. 1

 باشد و يا واريـانس      زيادپاسخي     زماني كه يا نرخ بي     xf−1ي     نرخ پاسخ طبقه   ،صورت اين
ˆي  براورد شده

xβ 17(ي  از رابطهكه  يا اين. زيادي خواهد داشت باشد، وزن زياد(  

( ) ( )
( ) ( )

ˆV̂

ˆV̂

x x xr
x

x xx
x xrx

f f
a f

k f

β

β
=

=

=

−
= = −
∑

∑
∑
o

o

o

1

1
1

11 1  

ˆصورت   ها به   كه در آن وزن    ˆ ˆˆ ˆ ˆV( ) /{ V( ) V( )}x x xr r ra f f fβ β β= + o o1 ايـن   بر بنا. باشد   مي 1
/توان  مي k1هاي پاسخ بيان كرد خعنوان ميانگين موزون از نر  را به .  

)17( 
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) باشد، مقدار πo و π1اگر هدف براورد  )/k f= − 11 ) و 1 )/k f= −1 1 oترتيب   به
  . آيد دست مي  بهπo و π1براي 

براورد لگاريتم  .  گسسته اي  تبييني رسته رسيون لوژستيك با متغيرهاي     رگ  -5- 3
 )ها نسبت بخت(

توان  ميكند،  رده را تعريف مي Hاي است كه مثلاً  صورت رسته به x تبييني اگر متغير
  .صورت زير تعميم داد نتايج را به

ــراي   ــد ب ــرض كني ,ف ,h H= −1o K، ( )h P Y x hπ = = ــيون .  اســت1= رگرس
Hشود، از طريـق معرفـي         اي تعريف مي    هاي رده   لوژستيكي كه براي اين داده     متغيـر   1−

x دودويي تبييني 1،K، Hx  hي  گيرد كـه در آن اگـر مـشاهدات بـه رده     صورت مي 1−
,تعلق داشته باشد، براي      ,h H= −1o K   ، hx =  خواهـد    صـفر  صـورت   غير اين   و در  1

Hx اگرپس  . بود x x −= = = =L o1 2 مـدل  . تعلـق دارد  ي صفر      باشد، مشاهده به رده    1
)لوجيت با  ), , , Hx x x x −= 1 2 1K صورت به  

( ) ( ){ }log / H HP Y x P Y x x x xα β β β− −= = = + + + +1 1 2 2 1 11 o K  
ي صـفر     در برابـر رده    hي    توان نتيجـه گرفـت كـه بـراي رده           شود و مي    نمايش داده مي  

log πα
π

=
−1

o

o

) و  )
( )

/
log

/
h h

h

π π
β

π π
−

=
−
1
1o o

 از  hβبراورد  . ها است   ت بخت  لگاريتم نسب  
 1ي    بـا رده   hي    بـا جـايگزيني رده     xطريق جانهي چندگانه دقيقاً مشابه متغير دودويي        

  .شود انجام مي

  دودوييتبيينيشده در يك متغير  رگرسيون لوژستيك با مقادير گم  -5- 4

مـشاهده   sطـور كامـل در     به y است با اين تفاوت كه 5-2 همانند بخش وضعيتاين 
)شده است،  ), , ny y y= 1 K   تبيينـي شده براي متغير    ، و مقادير گم x  وجـود دارد .Y 1 ،

K،nY  با 1 و صفر تبييني هستند و متغيرهاي 1 و صفرمتغيرهاي مستقل با مقادير   
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 yي  پاسخي براي طبقه هاي بي ي مشاهده شده و مجموع ها داده - 3جدول 

/y x  y = o  y =1  
x =0  rnoo  rn 1o  
x =1  rn1o  rn11  
  مجموع

rn o
o  rn1

o  
  پاسخي بي

rn n−o o
o o  rn n−1 1

o o  
  

xمقادير ثابت    1،x 2  ،K،nx    متغيرهـاي  . شده است نيز وجـود دارد       ها گم  ن  كه برخي از آ
 ،شـدن تـصادفي     هـا اسـت امـا اكنـون بـا مـدل گـم             ix شـدگي   گـم ي    دهنده  انپاسخ نش 

( )i i rP R y q= = = 11 )  و1 )i i rP R y q= = =1 ooرو هستيم ه روب .  
) اي رده هاي احتمال با 5-2 بخش مشابه ، مدلصورت  اين غير در )i iP Y xπ = = =1 1  و 1

( )i iP Y xπ = = =1o o لوجيت مدل و ( ) ( ){ }log /P Y x P Y x xα β= = = +1 o 

)با  )
( )

/
log

/
π π

β
π π

−
=

−
1 11

1o o

  .  استβهنوز هدف براورد .  است
}اكنــــون فــــرض كنيــــد  }: is i s y= ∈ =1 } و 1 }: is i s y= ∈ =o o بــــا 

nهــاي انــدازه o
n و 1 o

oهــاي پاســخ در طبقــات،  نمونــه.  باشــد{ }:r is i s R= ∈ =1 1  و 1
{ }:r is i s R= ∈ =1o o  ي پاسخ كل       با نمونه{ }:r i r rs i s R s s= ∈ = = ∪11 o است . 

 هپاسخي ب    بي  هاي  شوند با اين تفاوت كه مجموع       توانند همانند قبل معرفي       ها مي    داده حال،
  ). را ببينيد 3جدول ( دارد تعلق yي  هر طبقه

ˆبراورد ماكسيمم درستنمايي     rπ1، ˆ rπo  ،ˆ
rβ   براساس ،rs  كـه بـراي      اسـت   مشابه قبل 

 بـراي   شـده   بنـدي   درنـگ طبقـه      روش جانهي، روش بـي     . بوده است  β̂ي براورد كل نمونه  
rsدر   xي    شده  براي هر مقدار گم   . است yي    ها  طبقه s−1  x*ي  شـده   ، مقـدار جـانهي    1

)صادف از   ت به ),obs :i rx x i s= ∈ 1
 ، مقادير جـانهي   به همين ترتيب  . شود    مي كشي  قرعه 1

rs در شده  s−o o نيز به تصادف از ( ),obs :i rx x i s= ∈ o
o مقادير . شود  ميكشي قرعه  
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  yي  ها شده براي طبقه  جانهيهاي مجموع - 4جدول 

/y x  y = o  y =1  
x = o  *noo  *n 1o  
x =1  *n1o  *n11  
  مجموع

rn n−o o
o o  rn n−1 1

o o  
  

rs در    جانهي شده  s− طـوري كـه    هاي اصلي بيان شود بـه        داده به همان صورت  تواند     مي
*اكنون 

ijnشده با   معرف تعداد مقادير جانهيx i= و y j= را ببينيد 4جدول ( است.(  
 β̂*، كـه اكنـون بـا        β̂*لازم است يك عبارت تقريبي براي اميد رياضي و واريـانس            

 4اين مطلـب در پيوسـت       . هاي مشاهده شده، پيدا كنيم      شود، به شرط داده     نمايش داده مي  
   شده است كه  نشان داده

( ) ( ) ( )* obs
ˆvar ,

r r r r

y x f f f f
n n n n

β
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≈ − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1

11 1 1

1 1 1 11 1o o

o o oo

   

  و

( )* obs
ˆ ˆ, .rE y xβ β≈  

)در ايــــن حالــــت  ) /rf n n n= −o o o1
1 1 sي  پاســــخي در طبقــــه  نــــرخ بــــي1  و 1

( ) /rf n n n= −o o o o
o o o  ي    پاسخي در طبقـه      نرخ بيs o  لازم بـه ذكـر اسـت كـه         .  اسـت

ˆ /r rq n n f= = −o o 1
1 1 1 ˆ و   1 /r rq n n= o o

o o o صـورت   به) 5(ي    بنابراين مخرج رابطه  .  است
  .آيد در ميزير 

( ) ( )
r r r r

E f f f f
n n n n

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− + + − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

1 1

11 1 1

1 1 1 11 1o o

o o oo

  

)نيز همانند قبل معادل، ) 5(ي  رابطهصورت كسر  ) ( )ˆ ˆvar varrβ β− ،توان  است و مي
  صورت زير بيان كرد طور تقريبي به  به

)18( 
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( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆvar var r r

r
r r

p p
n p n p

β β
π π π π

− −
− = ⋅ + ⋅

− −
1

1 1 1 1

1 11 1
1 1

o

o o o o

  

ــل ــد قبـ ــه در آن هماننـ )،كـ )r i ip P R x= = =1 1 ) و 1 )r i ip P R x= = =1o o 
ــي ــد مـ ــري از  . باشـ ــاي ديگـ ــه براوردهـ ــم rpo و rp1بـ ــاز داريـ ــز نيـ ــون .  نيـ چـ

( )r r rp q qπ π= + −1 1 1 11 oمگــاه داريــ ، آن( ) ( )( )ˆ ˆ ˆrp f fπ π= − + − −1
1 1 11 1 1 o . بــه

) ترتيب، همين ) ( )( )ˆ ˆ ˆrp f fπ π= − + − −11 1 1 o
o o o.  

ˆتوانيم از براوردگرهاي ديگري چون همچنين مي r rn p n≈1 1 ˆ و 1 r rn p n≈o o o نيز 
 برقرار ي زير توان نتيجه گرفت كه رابطه مي) 19(و ) 18(با استفاده از روابط . استفاده كنيم

  .است

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆr r r r
r r r r

r r r r

r r r r

r r r r

f f f f
n n n n

k
f f f f

n n n n

f f
n n n n

f f f f
n n n n

π π π π
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + − + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− + + − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

o o
o o

o o oo

o o

o o oo

o

o oo o

o o

o o oo

1 1
1 1

11 1 1

1 1

11 1 1

1

1 11 1

1 1

11 1 1

1 1 1 11 1

1 1 1 11 1

1 1 1 1

1 1 1 11 1 ⎟

  
fلازم به ذكر است كه اگر        f f= =1 o  گاه    باشد، آن( )/k f= −1 غير   در . است 1

ــن ــي اي ــوان  صــورت، م /ت k1ــه ــرخ   را ب ــوان يــك تركيــب خطــي از ن هــاي پاســخ  عن
( ),f f− −11 1 oــرد ــان ك ــد .  بي فــرض كني

r r

w
n n

= +1
11 1

1 1
o

و  
r r

w
n n

= +
1

1 1
o

o oo

 

  اين خواهيم داشت بر بنا. باشد

( ) ( )a f a f
k
= − + −1

1
1 1 1 o

o  

)19( 
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)كه در آن  )/a f w f w f w= +1 1
1 1 1

o
oو ( )/a f w f w f w= +1

1
o o

o o oلازم .  است
aبه ذكر است كه در حالت كلي  a+ ≠1 1o .  

تـوان از فرمـول تركيبـي يكـسان بـراي يـك وضـعيت                 آيا مي : الؤس -6
 ي براوردهاي علمي استفاده كرد؟ مشخص و يك روش جانهي براي همه

 s فرض كنيد .ارائه شوده ئلس كلي براي اين مهيافتشود يك ر در اين بخش سعي مي
  :سه حالت ممكن است وجود داشته باشد. نمونه باشد هاي كل داده yنمونه و  معرف كل

1- sي متناهي و   يك نمونه از يك جامعه( ):iy y i s=  بر بنا.  با مدل طرح باشد∋
)شده،  اين متغيرهاي تصادفي مشاهده , )rs s هستند و obsy معادل ( , )rs sاست  .  

وجـود   با يك مدل جامعه به جـاي مـدل طـرح              ولي ،1وضعيت مشابهي همانند حالت      -2
ــد  ــته باشــ ــشاهده   . داشــ ــصادفي مــ ــاي تــ ــت، متغيرهــ ــن حالــ ــده   در ايــ شــ

( ){ }obs : , ,i r ry y i s s s=  . هستند∋
)  كـه در آن    اي  ي مـشاهده    يك مطالعـه   -3 ), ,s n= 1K     باشـد و ( ), , ny y y= 1 K 

صـورت   بـه  شـده    در ايـن حالـت متغيرهـاي تـصادفي مـشاهده          . شده باشـد    بندي    مدل
( ){ }obs : ,i r ry y i s s=  .  هستند∋

كـه  ( كـاملاً تـصادفي      شـدگي   بـا گـم    پاسـخي   حالتي را با وجود بي    ،  عنوان يك مثال    به
) با احتمال    iRمتغيرهاي پاسخ    )r ip P R=  درنـگ در    و جانهي بي  )  هستند مستقل 1=

ي تـصادفي سـاده، يـك حالـت            بـا نمونـه    3-1شده در بخش      حالت معرفي . گيريم  نظر مي 
 است و دريافتيم كه براي براورد ميانگين جامعه بـا اسـتفاده از ميـانگين                1ي    خاص شماره 

  نمونه،
k

f
=

−
1

1  
)كه در آن  ) ˆ/r rf n n n p= − =   . استپاسخي  نرخ بي 1−

، پارامتر  θ̂*ي  شده  با محدود كردن توجه به براوردهاي خطي كه در آن براوردگر جانهي           
در حالت كلي براي    ) 20(ي    م داد كه رابطه   كند، نشان خواهي     را براورد مي   θ̂مشابهي مانند   

)20( 
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 كـاملاً تـصادفي     ، گمشدگي پاسخي   ي بالا، زماني كه مكانيسم بي      شده  هر سه حالت معرفي   
الي كه بررسـي    ئواولين س . درنگ استفاده شده باشد، برقرار است       ت و از روش جانهي بي     اس
 منجـر   مبنا- جانهيردرنگ به براوردگرهاي معتب   كنيم اين است كه آيا روش جانهي بي        مي
. جواب در حالت كلـي خيـر اسـت        . بتواند استفاده شود   kاي كه اين مقدار       گونه  شود به   مي

  طور تقريبي، آن است كه  اقل به نيازي آشكار براي يك روش جانهي، حد

( )*ˆ ˆ,E y sθ θ=  

تـوان گفـت      مـي . را براورد كند   θ̂ شابهي مانند  بايد پارامتر م    شده  يعني براوردگر جانهي  
شـده، بايـد     گيـري   هـاي نمونـه     شده به شرط كل داده     كه مقدار مورد انتظار براوردگر جانهي     

اضافي اسـت و   y مشخص باشد، s، زماني كه 1در حالت   . معادل براورد كل نمونه باشد    
)كند كه     بيان مي ) 21(ي    رابطه )*ˆ ˆE sθ θ= 3در حالت   .  است، s    تصادفي نيست و بنا  

  . تمورد نياز اس y و s هر دوي 2ضروري است، در حالي كه در حالت  اين غير بر
)ايم كه خطي در       در اين مقاله براوردهايي را درنظر گرفته       ):iy i s∈ نتـايج  .  هستند

د كه بـا اسـتفاده از   نكن  را مشخص مي   ، براوردهاي خطي  ندا اثبات شده  5زير كه در پيوست     
د كـه بـراي چنـين       ن ـده  كند و نشان مي     صدق مي ) 21(ي    درنگ در رابطه    روش جانهي بي  

)ردگرهايي، براو )/k f= −1   . است1
)فرض كنيد .لم )ˆ

i ii s
a s yθ

∈
)اين  بر بنا.  است∑= )*ˆ ˆ,E y sθ θ= اگر و تنها اگر 

iي ، براي همه s∈،( ) ( )ia s a s= . يعنيˆ ( ) ( )i si s
a s y n a s yθ

∈
= =∑ .  

)دهد و   هيچ اطلاعي نميs، 3الت در ح. تذكر )i ia s a= .  

ˆفرض كنيد   .  قضيه ( )i ii s
a s yθ

∈
ˆ* و   ∑= ˆ( | , )E y sθ θ= همچنـين فـرض    .  باشد

)اين   بر بنا. برقرار است ) 3(ي    كنيد كه رابطه   ) ( )
( )

ˆ/

ˆ/

r

r
r r

E p
E k

pp E p
n

−
= ≈

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦

1 1 1
11 1 1

 و  

)ي  رابطه )/k f= −1   .تواند مورد استفاده قرار گيرد  مي1

)21( 
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  ؛پردازيم هاي خاص مي اكنون به برخي از حالت
)با درنظر گرفتن     -١ ) /a s n=1    21(ي    رابطـه بينيم كـه      مي،  3-1، مشابه بخش (

 . برقرار است
 گــــذرد،  مــــيأضــــريب رگرســــيون بــــراي رگرســــيوني كــــه از مبــــد -٢

ــه ــورت ب ˆص /n n
i ii i

y xβ
= =

=∑ ∑1 ــت1 ــا در  .  اس ــت، ب ــن حال ــر  در اي نظ
ــرفتن /گـ n

ii
a x

=
= ∑ ــه11 ــا) 21(ي   رابطـ ــرار اســـت و بنـ ــر برقـ ايـــن  بـ

( )/k f= −1  . است1
ي   براورد ضريب رگرسيون در رگرسيون خطي معمول، حالتي است كه در رابطـه             -٣

)كند و در آن      صدق نمي ) 21( ) ( )ˆ /i i ix x y x xβ = − −∑ ∑ در .  است2
)اين حالت،  ) ( )/ n

i i jj
a x x x x

=
= − −∑

2

.  نيـست  i است كه مـستقل از       1
)طـور تقريبـي    توان نشان داد كه بـه   مي )*ˆ ˆ

rE y pβ β≈ طـور دقيـق      و بـه
rnpˆصورت   به

n
β−

−
1
 رگرسـيون عـادي، روش      لئايـن بـراي مـسا      بر بنا.  است 1

لازم به ذكر اسـت كـه بـا اسـتفاده از       . ثر واقع شود  ؤتواند م   درنگ نمي   جانهي بي 
)از   هـا   توان با اسـتفاده از جـانهي مانـده           مي 3-3مطالب بخش    )/k f= −1 1 

 . دراستفاده ك
پاسـخي همبـسته    در يك گـروه بـي   xبا مقدار معلوم     yبديهي است كه زماني كه      

هـا    ، ايـن همبـستگي را در جـانهي         تحت بررسي  باشد، بايد صرف نظر از مشكلات براورد      
  .دامورد استفاده قرار د

  گيري بحث و نتيجه -7

بدون  ،هني كلي براي جانهي چندگا    بسط يك قضيه    امكان ه شد كه  ددر اين مقاله نشان دا    
هاي   براي نمونه .  وجود دارد  از يك توزيع پسين بيزي     ها  جانهي تصادفي   كشي  عهقربه  نياز  
كـه چـه     تـر بـراي ايـن      شده، نياز به مطالعات بيش     بندي  شده با براوردهاي طبقه    بندي  طبقه
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بـا اسـتفاده از تركيـب    ) 8(ي  يعني آيا رابطه. كار گرفته شود، وجود دارد    به يبراورد واريانس 
مشخص شده است، اسـتفاده شـود و يـا تركيـب كلـي              ) 10(ي    بطهطبقات مجزا كه در را    

  .كار گرفته شود  به) 12(ي  مشخص شده در رابطه kبا مقدار ) 1(ي  رابطه
توان نتيجـه گرفـت كـه فرمـول روش            ه شده است مي   ئاز مواردي كه در اين مقاله ارا      

ي پاسـخ در مقايـسه بـا           در نمونه  شده گماطلاع  ي از سهم       به معيار  نوعاًبيزي   جانهي غير 
 ي  وسـيله   بـه  شده گم، اطلاعات   3-1ترين حالت در بخش       در ساده . كل نمونه بستگي دارد   

( )/ f−1  ـ    . گيري شده است     كه عكس نرخ پاسخ است، اندازه      1  تـر  يشهر چه اين عامل ب
 بـا روش    3-2ر مـدل نـسبت بخـش        د.  اسـت  تر يشي بين جانهي نيز ب      لفهؤباشد، وزن م  

 در  كـل  −x عكس نـسبت     شده ات گم ها، ميزان اطلاع    درنگ مانده   جانهي رگرسيوني بي  
نشان داده شده است كه در رگرسيون خطـي         . ي پاسخ در مقايسه با كل نمونه است         نمونه

 هشـد    اً اطـلاع گـم     اسـت، مجـدد    تبيينـي ساده با عبارت واريانسي كـه مـستقل از متغيـر            
)ي    وسيله   به )/ f−1 يك پيشنهاد براي مطالعـات بعـدي، بررسـي         . شود  گيري مي    اندازه 1

ات ، از طريق تعريف معيارهاي مـرتبط بـا اطلاع ـ         kامكان تعميم اين نتيجه براي تعيين       
  .باشد مي) 5 (اي  پايه تعريف، با استفاده از فرمولشده گم

برخـي مطالعـات    . مانـد    اطمينـان مربـوط نيـز بـاقي مـي          هـاي   بازهي عملكرد     مطالعه
د كه براي رگرسيون    نده  ، نشان مي  اند  گنجانده نشده سازي مقدماتي كه در اين مقاله         شبيه

)هـا و      خطي ساده بـا اسـتفاده از روش جـانهي مانـده            )/k f= −1   اطمينـان  ي  بـازه ،  1
*صورت   به z Wαβ ± zكه در آن     (2 α 2  ،α

ي بالايي توزيع نرمـال اسـتاندارد          نقطه 2
)طور تقريبي به سطح اسمي   است كه به) باشد مي )α−1يابد  دست مي.  
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  پيوست

  3-2 جانهي چندگانه براي مدل نسبت در بخش -1

ــرط   ــدا ش ــادل  ) 3(ابت ــه مع )ك )*ˆE σ σ≈2 ــي2 ــد    م ــر بگيري ــد را درنظ ــرض . باش ف
ــدك ˆ*نيـ /

r
nr i nrs s

y Xβ
−

)و  ∑= ) ( )* ˆˆ /
r

nr i nr i nr
s s i

y x n
x

σ β
−

= − −∑
22 1 ــن . 1 در ايـ

nrحالت، rn n n= σ̂*سپس عبارت . −
  :صورت زير بيان شود تواند به  مي2

( ) ( ) ( )*
ˆ ˆˆ ˆ ˆ r nr

r r nr nr r nr
X Xn n

n X
σ σ σ β β⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

22 2 21 1 11  

ــت،  ــن حالـ )در ايـ )*
obs

ˆ
i r i iE Y y x e xβ= ــه در آن + /، كـ

r
i rs

e e n=∑  و

( )*
obsvar i i eY y x s= )است كه در آن      2 )

r
e is

r

s e e
n

= −∑ 22 با اسـتفاده از    .  است 1
  توان نشان داد كه اين اطلاعات، مي

( ) ( )*ˆ
.r r

c c nE c f
n n n n n

σ σ
⎛ ⎞−

= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

2 2 1 2
3

4 11 1 1  

)ايـن،    بـر  بنـا . دنگير  قرار مي ) oو1(ي     در فاصله  c1  ،c2  ،c3كه در آن     )*ˆE σ σ≈2  و  2
  .  برقرار استrn و متوسط زيادبراي مقادير ) 3(ي  رابطه
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)ي بعد، به      در مرحله  )*
obs

ˆvar yβ  و( )*
obs

ˆE yβ  كـه  بينـيم   مـي . كنـيم    نگاه مي  

( )*ˆ ˆ ˆ /r r nr nrX X Xβ β β= ) و  + ) ( )obs
ˆ ˆ /

r
nr r nr is s

E y e X xβ β
−

= +  و ∑

( )obs
ˆvar /nr e nry s Xβ = ــد  مـــي2 ــي . باشـ ــان مـ ــات بيـ ــن اطلاعـ ــه  ايـ ــد كـ كنـ

( ) ( )*
obs

ˆ ˆ /
r

r is s
E y e X xβ β

−
= + ) و ∑ ) ( )*

obs
ˆvar /nr ey X X sβ = 2 2 

  شود كه  و اين نتيجه مي. است

( ) ( ) ( ) ( )*
obs

ˆ ˆ ˆvar var var cov ,r r

i i
s s s s

r r

x x
E y e e

X X
β β β− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= + +
∑ ∑

2

2 2  

ــون، )اكنـــ )ˆcov ,r eβ = oــت ــا .  اســـ ــتفاده از نـــ ــا اســـ ــي برابريبـــ  كوشـــ
ــوارتس، )شــ )i i i ia b a b≤∑ ∑ ∑

2 2 ــا 2 i بــ ia x=و ib ــي1= ــابيم  ، درمــ يــ
)كه )n

ii
x nX

=
≤∑

2

  شود كه مينتيجه اين .  است1

( ) ( ) ( )var / / / ,e n x n X d n dsr i r r rr
σ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= − = − ≤ ≤∑⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
o

22 21 1 11 1
  

( ) / / ,
r

i nr nrs s
x X d n X X d

−
= ≤ ≤∑

2 2 2
2 2 1o  

  اين، بر  بنا

( ) ( )*
obs

ˆvar nr nr

r r

d d n X
E y

X X n
σ σβ

−
= + ⋅

2 2
1 2

2
1  

)يابيم كه     سپس درمي  ) ( ) ( )var /e r r
r

E s e n d n
n

σ σ
⎛ ⎞

= − − = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2
1

11  است كـه از     2
  اين اطلاع خواهيم داشت
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( ) ( )*
obs

ˆvar nr
r

r

XE y n d
X n

σβ = ⋅ + −
2

12 2  

اي از  خلاصه. 3-3 جانهي چندگانه در رگرسيون خطي ساده در بخش-2
  :باتاث

) جا ايندر  ) /rf n n n= −،( )*ˆ r

r

n n fE E
n n

σ σ
⎛ ⎞− −

= ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠
2 2 2 2

2     

( )*ˆ r nr
e eSS SS

n
σ = +

−
2 1

ــه در آن 2 )، كـــــــــ )* *ˆˆ
r

r
e i is

SS y xα β= − −∑
 و 2

( )* * *ˆˆ
r

nr
e i is s

SS y xα β
−

= − −∑
  . است2

  صورت زير بيان كرد ها را به توان دو مجموع مربعات مانده مي

( ) ( )

( ) ( ) ( )

* *

* * * * * *

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ( )

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

r
r

r r

r
e i r r i r r is

s

nr
e i nr nr i nr nr i

s s s s

SS y x x

SS y x x

α β α α β β

α β α α β β
− −

⎡ ⎤= − − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − + − + −⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

22 2

22
  

ˆ*،  nrαˆ*كه در آن    
nrβ         اسـاس    براوردهـايي هـستند كـه تنهـا بـر*

iy شـده بـراي     جـانهي 
ri s s∈   توان نتيجه گرفت كه  از اين مطلب مي. اند وجود آمده هب −

( ) ( ) ( )

( )

* *
obs obs obs

* *
obs

ˆˆvar var

ˆˆcov ,

r

r
e r e r i

s s

r r

E SS y n s n y x y

n x y

α β

α β

−

⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

+

∑2 2

2
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( ) ( ) / /r e e r x r e x r r nr e xn s f f s c SS c s SS n x fx s SS= + − + − +2 2 2 21 1 2  

)با  )/
r

nr i r
s s

x x n n
−

⎧ ⎫⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑  

( ) ( ) ( ) ( ){ }obs /r
e e r r r r r nr xE SS y s n f f c c n x x f SS⇒ = + − + − +2 1 1 2 1  

  يابيم كه پس از بعضي محاسبات جبري، درمي
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * *
obs obs obs

* * *
obs

* * * *
obs obs

* * * *
obs

ˆvar Y x var

ˆx cov Y ,

ˆ ˆˆ ˆvar var

ˆ ˆˆ ˆcov ,

r r

r

nr
e i nr i nr nr

s s s s

i nr i nr nr
s s

r nr r x nr

r nr nr nr

r e e e r e

E SS y Y y x y

x Y y

n n y c SS y

n n x y

n n s s s n n f s

β

β

α α β β

α α β β

− −

−

= − + −

− − −

+ − − + −

+ − − −

= − − + − + − −

∑ ∑

∑

2

22 2 2 2

2

2

11 2 1

( )

,

,

,

nr e
r x nr

r
r x e

x nr x x

r nr nr e nr e
x x nr

x s
n n SS

cc SS s
SS SS SS

n n x fx s x s
SS SS

⎧ ⎫⎪ ⎪+⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
⎛ ⎞

+ + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2

2

2 2

1

1 12

1 12

  

)كــــــه در آن  ), x
r

x n r i n rs s
S S x

−
= −∑  بينــــــيم كــــــه مــــــي. 2

( ) ( ), x x
r

x nr i r nr r x r nrs s
SS x n n c SS n n

−
= − − = − −∑ 2 2 ــا و 2 ــر بنــ ــن  بــ ايــ

( ), ,/ x /r x x nr r nr x nrc SS SS n n SS= + −   شود كه از مطالب بالا نتيجه مي. 21

obs( | ) (( ) ( )

( ) / )

nr
e e r r r

nr r x

E SS y s n n f c c

f x n n SS

= − − + − + −

+ −

2 2 2

2
1 1 2

2  

  يابيم كه  درمي) 23(و ) 22(از روابط 

)23( 

)22( 
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( ) ( ) ( )* obsˆ e r nr e r
x

n E y s n f c f x nx s n f c
SS

σ
⎛ ⎞

− = − − + = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 212 2  

)چون  ) ( ) ( )n
r r i r i ri

x

E c n E R n x n n f
SS =

= − = − =∑ 2
1

1 1   ، داريم1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )

( )

*ˆ e r r e r

r
r

r

r

r

r
r r

r

n n f E c n
n

n E Es n f c E n f c E s s
nE n f c n

nE n fn

E

σ

σ

σ

σ ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

− − −

− − − = − −

−= − −

=

−= −

2 2 2

2

2

2 2

2
2

2 2

  

  هاي مجزا  تركيب رده. دودوييتبييني رگرسيون لوژستيك با متغيرهاي -3

)هدف تعيين  )*
,obs

ˆE yβ 1 ) و1 )*
,obs

ˆvar yβ 1   .  است1
ــرط  ــه شـ obsy,بـ 1 ،*n11ــه ــا   دوجملـ )اي بـ )ˆ,r rn n π−1 1 ــت1 ــا.  اسـ ــر بنـ ــن،  بـ ايـ

( ) ( )*
,obs ˆr rE n y n n π= −11 1 1 1 )و 1 ) ( ) ( )*

,obs ˆ ˆvar r r rn y n n π π= − −11 1 1 1 1 .  است 11
obsy,به شرط    1  ،*β̂1 صورت   به( ) ( ){ }log /T a Z b Z= +  Zاست كه در آن      −

)اي با پارامترهاي      داراي توزيع دوجمله   , )n p   و a   وb   براسـاس  . هـستند  مقادير ثابـت
)در نزديكـــــي ســـــازي تيلـــــور   خطـــــي )E Z n p= ي   بـــــه رابطـــــه

( ) ( ){ } ( )( ) ( )( ){ }log / /T a np b np Z np a b a z b z≈ + − + − + +  دســت −
   .يابيم و خواهيم داشت مي
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( )

( ) ( )( ) ( )

log

var

a npE T
b np

a bT np p
a np b np

+
≈

−

⎛ ⎞+
≈ −⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

2

1

  

ــرفتن   ــر گ ــا درنظ raب n= rb و11 n n= −1 ــه11 ــه  ب )ي  نتيج )*
,obs

ˆ ˆ
rE yβ β≈1 1   و1

( ) ( ){ }( ) ( ) ( )*
,obs

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆvar / r r r r ry n n n n nβ π π π π≈ − − −
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11   دســـــــت1
)فرض كنيد  .يابيم مي ) /rf n n n= −1 1 1   اين بر بنا.  باشد1sي  پاسخي در طبقه  نرخ بي1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

*
,obs

ˆvar
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆV̂

r r r r r

r

f ny f f
n n

f f

β
π π π π

β

≈ ⋅ = − ⋅
− −

= −

1 1
1 1 1 12

1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 111 1
1

  

   دودويي تبيينيشده در يك متغير  ك با مقادير گمرگرسيون لوژستي -4

)منظور تعيين    به )* obs
ˆvar ,y xβ   و ( )* obs

ˆ ,E y xβ        نيـاز اسـت كـه ،*β̂  يروش ـ  بـه 
 مجمـوع دو عبـارت مـستقل بـه شـرط            تـا بتوانـد    بيان شـود     5-2 بخش   متفاوت با روش  

)ي شده هاي مشاهده داده )obs,y xباشد :  
( )( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

* * * *

* * ** * * *
ˆ ˆ ˆlog log logr r r r

r r r r

n n n n n n n n

n n n n n n n n
β β β

+ + + +
= = − = −

+ + + +
11 11 11 11 1 1 1

1 1 1 1 1 1

oo oo o o o

o o o o o o oo oo

  

) و ) ( ) ( )* obs * ,obs * ,obs
ˆ ˆ ˆvar , var , var ,y x y x y xβ β β= +1

1
o

o . بــــــه شــــــرط
( )obs,y x ،*n11ــه ــع دوجملـ ــا   داراي توزيـ )اي بـ ),rn n p− 1

1 1
o o ــه در آن ــت كـ  اسـ

/r rp n n=1
11 1

oو  است *n1oاي با   داراي توزيع دوجمله( ),rn n p−o o o
o o كه در آن است 

/r rp n n= 1
o o

o o توان به اين نتيجه رسيد كه        ، مي )24(ي     با استفاده از رابطه    پس. باشد   مي
)طــــــــــور تقريبــــــــــي  بــــــــــه ) ( ){ }* ,obs

ˆ , log /E y x p pβ = −1 1 1
1  و 1

 و )24(

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ij

os
s.

sr
tc

.a
c.

ir
 o

n 
20

26
-0

1-
29

 ]
 

                            35 / 39

http://ijoss.srtc.ac.ir/article-1-97-fa.html


 زهرا رضايي قهرودي   188

 ................................. 191-153، صص 1388بهار و تابستان ، 1  ي ، شماره20سال مطالب آماري،   گزيده ..................................

( ) ( ){ }( ) ( ) ( )* ,obs
ˆvar , / ry x n n p n p n n p pβ = − − −

21 1 1 1 1
1 1 1 1 1 11 1o o o o oاســــــت  .

)بنــابراين  )* ,obs
ˆvar , { ( )} ( ) { ( )}ry x f n p p f f n p pβ ≈ − = − −1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 11 1 1o o .
ــه همــين ترتيــب )ب ) ( ){ }* ,obs

ˆ , log /E y x p pβ ≈ −1 1o o oــه اســت ــه گون اي كــه   ب
( )* obs

ˆ ˆ, rE y xβ β≈ .همچنين  

( )* ,obs
ˆvar , { ( )} ( ) { ( )}ry x f n p p f f n p pβ ≈ − = − −o o o o o o o o o o

o o o1 1 1  

 دانيم مي
( )

r

r r r rr

n
n n n nn p p

= = +
−

1
1 1

11 1 11 11

1 1 1
1

o

o
o o

 و 
( ) r rr n nn p p

= +
−o o o

o oo11

1 1 1
1

   

  شود كه  تيجه ميها ن و از اين

.( ) ( ) ( )* obs
ˆvar ,

r r r r

y x f f f f
n n n n

β
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≈ − + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1

11 1 1

1 1 1 11 1o o

o o oo

  

  6مربوط به بخش   ي  و قضيه  اثبات لم-5
ي   در همـه  . نياز داريم ها    ، به دانستن بعضي واقعيت    6 بخش    در   و قضيه   به منظور اثبات لم   
  ؛6شده در بخش  سه حالت مطرح

١- rnاي با   داراي توزيع دوجمله( ), rn p و مستقل از s باشد مي. 

٢- rs به شرط ,rn sاي تصادفي ساده از  نمونه s ي  اندازه بهrnاست  . 

٣- ( ) /i r rP R n n n= )  و1= ), r r
i j r

n nP R R n
n n

−
= = = ⋅

−
11 1 از (  1

 )آيد دست مي  به2ي  رابطه

۴- ( ) ( ) ( )( )* * *
obs , , ,i r i r s i sE Y y y E Y y s n y E Y y s y= ⇒ = ⇒ = 

۵-  ( )*
obs ˆvar r

i r
r

nY y
n

σ−
= ) كه در آن 21 )ˆ

r
r i ri s

r

y y
n

σ
∈

= −
− ∑

22 1
1 
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۶- ( )ˆ ˆ, ,r rE y s nσ σ=2 ) كه در آن 2 )ˆ i si s
y y

n
σ

∈
= −

− ∑
22 1

1 

( )* ˆ ˆvar , ,i r
nY y s n

n
σ σ−⎛ ⎞⇒ = ≈⎜ ⎟

⎝ ⎠
2 21  

٧- ( ) ˆ ˆvar , , /r r r
r

Y y s n f n
n n

σ σ
⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 1 1 

  :اثبات لم

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *
obs

( )

ˆ , ,

, ,

r r

r r

i i i i
i s i s s

i i i r
i s i s s

E y s E E a s y a s Y Y y s

E a s y y s E a s Y y s

θ
∈ ∈ −

∈ ∈ −

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= +⎜ ⎟⎨ ⎬
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑4

  

 
  :عبارت اول

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , ,

ˆ,

r

i i i i i r
i s i s

r
i i r

i s

E a s y y s E E a s y R y s n y s

nE a s y y s p
n

θ

∈ ∈

∈

⎛ ⎞ ⎧ ⎫⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭⎝ ⎠
⎛ ⎞

= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑3 1
  

  : عبارت دوم

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
,

,

, , , ,

. ,

ˆ

r

i r i j i j r
i s s i s j sr

r r r
i j

i s j s j ir

r r
i j s

i s j s j i

E a s Y y s E E a s y R R y s n y s
n

n n nE a s y y s
n n n n

p pa s y na s ny
n n

θ

∈ − ∈ ∈

∈ ∈ ≠

∈ ∈ ≠

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎩ ⎭
⎛ ⎞−⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

− −
= = −

− −

∑ ∑∑

∑ ∑

∑ ∑

3

1

1 1

11
1

1 1
1 1
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)كه در آن  ) ( ) /i
i s

a s a s n
∈

=∑.  
)اين به آن معني است كه ) ( )*ˆ ˆ ˆ, ( )r

r s
pE y s p n a s y

n
θ θ θ−

= + −
−

21
1

) 21(ي   و رابطه
⇔ˆ ( ) ( )s ii s

na s y a s yθ
∈

= = ∑   
  

  : اثبات قضيه

ˆبا استفاده از لم، ( ) ( )i si s
a s y na s yθ

∈
= * و ∑= *ˆ ( )

r r

i i
i s i s s

a s y yθ
∈ ∈ −

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ 

  . است

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) { } ( )

*
obs

*
obs

ˆ ( ) ( )

ˆ ˆvar ( )

r r r r r

r
r r

r

E y a s n y n n y na s y

ny a s n n
n

θ

θ σ

= + − =

−
= −

4

25 21  

  
  اين،  بر بنا

( ) ( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ){ }{ }( )
( ) ( ){ }{ }
( ) { }{ } ( )( ) ( ){ }

( ) ( )( )

*
obs

( )
s s

ˆvar var Y var Y ,

var Y ,

var Y , , , var Y , , ,

var Y , , ,

ˆ ( / / ) var Y | , var Y

ˆˆ /

var

r r

r

r r r r

r r

r

r

E Y na s E n a s Y s

na s E Y s

n E a s E Y s n Y s E Y s n Y s

na s E E Y s n Y s

n E a s E n n s Y s na s

nE a s E p s

θ

σ

σ

⎡ ⎤⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

+

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

+

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+

o

22

22

27 2 2

2 2

1 1

1 1

( ){ } ( )( )( )ˆ ˆˆ ˆ/ varrn E p E a sθ σ θ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦
21 21 1

  

  سپس،
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( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } ( )( )

*
obs

ˆ ˆvar

ˆ/ , ,

ˆ/

ˆ ˆ/

r
r r

r

r r r r

r r

r r

nE Y E a s n n
n

E n n n a s E Y s n

E n n n a s

n p E p E a s

θ σ

σ

σ

σ

⎛ ⎞−
⎡ ⎤= −⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

⎡ ⎤= − − ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − ⎣ ⎦⎣ ⎦

2 2

2 2

2 2

21 2

1

1 1

1 1

1 1 1

  

  تيم كهدرياف) 5(ي  از رابطه
  

( )
( ){ } ( ){ }

( ) ( ){ } ( )( )
( ){ }

( ){ }
( )

ˆ ˆ/

ˆ ˆ/

ˆ/

ˆ/

/

r

r r

r

r r

r

r r

E p E a s
E k

p E p E a s
n

E p

p E p
n

p
p p

σ

σ

⎡ ⎤− ⎣ ⎦
=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

−
=

− − −

−
≈ =

−

2 2

2 2

1 1
11 1 1

1 1
11 1 1

1 1 1
1

  

  
  
  

  زهرا رضايي قهرودي
   آماريدكتر

  .ي آمار ، پژوهشكده145ي  تهران، خيابان دكتر فاطمي، خيابان باباطاهر، خيابان شهيد فكوري، شماره
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