
  هاي آمار رسمي ايران بررسي ي مجله                                      
 127 - 103، صص 1391، بهار و تابستان 1ي  ، شماره23سال   

  .۱۳۹۲٫۴٫۹ :، پذیرش۱۳۹۱٫۷٫۱۵: دریافت

های  در آمارگیری نایف جکروش  براورد واریانس به
  چارچوبی  دو

  مرجان نورینی
  مرکز آمار ایران

روش ( لـوریت یسـر سـازی خطیل روش یـانس از قبیمعمول براورد وار یهاروش: دهکیـچ
بـوده و  یهـای جزئـی مشـتقعموماً مستلزم محاسبه ۲یچندچارچوب یهایریدر آمارگ ۱)دلتا
انس بـه روش یـبـراورد وار. شـودیتـر مـدهیچیها پش تعداد چارچوبین محاسبات با افزایا

در  یریـگاهش چشـمکه ضمن سهولت در محاسبه، موجب کاست  یگریروش د ۳نایف جک
مجمـوع  یچنـدچارچوب یبراوردگرهـا ین مقاله ابتدا بـه معرفـیدر ا. شودیم براوردگر یبیار

و  یچارچوبدو یانس براوردگرهایدر براورد وار نایف جکجامعه و سپس استفاده از روش 
  .پردازیمسازی میهیشب ی مطالعه یک یلور طیت یسر سازی خطیی آن با روش سهیمقا

هـای چـارچوب ؛سـازی بـراورد واریـانس خطی ؛نـایف جکبراورد واریانس : یدیلکواژگان 
  .گیریهای بازنمونهروش ؛چندگانه

   مقدمه -۱
 یریطـرح آمـارگ یـک ی، اسـاس و مبنـایریآمـارگ یا فهرسـت واحـدهایـ یچارچوب آمار

مورد  یجامعه یه تمامی واحدهاک ین است چارچوبکگاهی مم. دهدیل مکیرا تش یانمونه
از  یقیبا تلفامل، کبه پوشش  یابیان دستکمطالعه را پوشش دهد در دسترس نباشد، اما ام

بـه پوشـش مناسـب، از  یمنظور دسترس به ین حالتیدر چن. ا چند چارچوب فراهم شودیدو 
 یـکن اسـت کـز ممیـن یگـاه. شـودیزمـان اسـتفاده مـطـور هـم هتـر بـ شیا بیدو چارچوب 

نـد، امـا چـارچوب نـاقص کمورد مطالعـه فـراهم  یجامعه یامل را براکچارچوب، پوشش 
از چـارچوب  یریآمـارگ ینـهیتـر از هز مکـاز آن  یریآمـارگ ینـهیه هزکـموجود باشد  یگرید
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-ین چـارچوب، مـیاز ا یریآمارگ  ینهیتر بودن هزنییل پایدل ط بهین شرایدر ا. امل باشدک
تر ی نمونه را بزرگرده و اندازهکمشخص و ثابت، از دو چارچوب استفاده  یانهیتوان با هز

امـل، در دسـترس ک یچارچوب فهرسـت یکن است کممز ین یگاه. ش دادیرا افزا ییاراکو 
 یرات فـراوان در آن، منبعـییـل بروز تغیدل به ینسبتاً طولان یباشد اما عملاً با گذشت زمان

تـر در  مکـ، یاهیـفهرسـت ناح یـکه کـجـا از آن. شـود یریـگر نمونـهیـغ یبروز خطاها یبرا
ه احتمالاً  ناقص کامعه ج یچارچوب از اعضا یکب آن با کیباشد، تریرات مییمعرض تغ
ــ ــایباشــد، م ــد نت ــج مفیتوان ــرا حاصــل نما یدی ــ. دی ــارگیچن ــایرین آم ــوان  ییه تحــت عن

  .روندیار مکبه  یچندچارچوب یها یریآمارگ
بــا  ۱۹۴۹در ســال  یچنــدچارچوب یهــایریی آمــارگن شــالودهید بتــوان گفــت اولــیشــا
ا بـود گذاشـته یکـآمر یآن دفتـر سرشـمار یه مجـرک یفروشخرده یهافروشگاه از یریآمارگ
او با فـرض . چندگانه را توسعه داد یهاچارچوب یی مقدماتهینظر] ۵[ یسپس هارتل. شد
جامعــه را بــه  یدهــد، واحــدهایهــا، جامعــه را پوشــش مــه اجتمــاع چــارچوبکــنیــا
مختلـف  یهـاچارچوب یهاکها و اشترادو به دو ناسازگار شامل اجتماع یها رمجموعهیز

، ]۳[ر ک، فوردوبوسـ]۱۹[، وگـل ]۴[ سـتری، فـولر و بورم]۹[ لانـد یبعـد از و. ردکـم یتقس
را در  یمقـالات] ۱۷[نر و رائـو کیو اسـ] ۱۶[ نرکی، اسـ]۷[، کالتون و اندرسون ] ۲[ رکیبان
  .اندنه ارائه نمودهین زمیا

بـراورد مجمـوع جامعـه  یبـرا یمختلفـ ی، براوردگرهـایچنـدچارچوب یهـایریدر آمارگ
. باشـندیمـ یار نمونـهیاز مقـاد یخطنـا ین براوردگرها عموماً تـوابعیا. نهاد شده است شیپ

 یسـر سـازی خطیاز جملـه  یمختلفـ یهـاگونه براوردگرها، روشنیانس ایبراورد وار یبرا
  .   نهاد شده است شیپ لوریت

ن یـاسـتفاده از ا. هـاد دادنـدن شیلور را پـیت یسر سازی خطیروش ] ۱۷[نر و رائو کیاس
ــوده و ا یهــای جزئــی مشــتقروش مســتلزم محاســبه ــب ــزای ــا اف ش تعــداد ین محاســبات ب

ضـمن سـهولت در  نـایف جکروش  انس بهین براورد واریکل. شودیتر مدهیچیها پچارچوب
ن مقاله، ضمن استفاده یدر ا. شودیم براوردگر یبیدر ار یریاهش چشمگکمحاسبه، موجب 

-لـور مـییت یی آن بـا روش بسـط سـرسـهیانس، به مقایدر براورد وار نایف جکاز روش 
در بخـش . شـوندمعرفی می یچندچارچوب ی، براوردگرها۲ن منظور در بخش یه اب. پردازیم

-یریه شده و سپس به کـاربرد آن در آمـارگیارا نایف جکاز روش  ی، ابتدا شرح مختصر۳
براوردگرهـای  یسه و بررسیج حاصل از مقایتان ۴در بخش . پردازیممی یچندچارچوب یها
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شود و در نهایت در ه مییارا یسازهیشب با استفاده ازها انس آنیچندچارچوبی و براورد وار
  .شودگیری بیان مینتیجه ۵بخش 

  مجموع جامعه    یبراوردگرها -۲
 یه هـر دو نـاقص و داراکـموجـود اسـت  Bو  Aد دو چـارچوب یـنکفرض  یسادگ یبرا

ی مـورد ل جامعهکهم،  یها رو ه مجموع آنک یطور گر هستند بهیدیکبا  کمشتر یواحدها
)(، سـه Bو  A یهـااز چـارچوب. دهـدیمطالعه را پوشـش مـ 122  بـه دو ی دو حـوزه
  .  دیآیناسازگار به دست م

cBAa. باشندیم Aه فقط در چارچوب کاست  ییشامل واحدها: a ی حوزه                      
BAb. باشندیم Bه فقط در چارچوب کاست  ییشامل واحدها: b ی حوزه c                       
BAab. باشندیه در هر دو چارچوب مکاست  ییشامل واحدها: ab ی حوزه                    

)c باشدیمل مجموعه مکی مدهنده نشان(.    
 Bو Aیهاترتیب تعداد واحدها در چارچوب به abNو AN ،BN ،aN ،bN نمادهای
  .باشندیم abو a،bهای و حوزه

ه احتمـال کـ یطـور شود، بـهیاز دو چارچوب فوق گرفته م Bnو  Anی به اندازه 𝑝஻(𝑠஻) و 𝑝஺(𝑠஺) تیاحتمـالا یریـگنمونـه یهـابـر اسـاس طـرح 𝑠஻و  𝑠஺ی مسـتقل دو نمونه
𝜋௜஺ برابر است باAی حاصل از چارچوب شمول نمونه = 𝑝{𝑖 ∈ 𝑠஺}  و احتمال شـمول

𝜋௜஻برابر است با  Bی حاصل از چارچوب نمونه = 𝑝{𝑖 ∈ 𝑠஻} ،)]۸[(.  
Aو anمستقل فوق،  یهابراساس نمونه

abn حاصـل از  یریـگنمونـه یواحـدها،  تعـداد
bnب ین ترتیهم به. قرار دارند  abو  a یهاب در حوزهیترت ه بهکباشند یم Aچارچوب 

Bو 
abn حاصل از چـارچوب  یریگنمونه یز تعداد واحدهاینB ب در یـترت ه بـهکـباشـند یمـ
  .هستند abو  b یهاحوزه

 abو  a ،b یهـاب مجمـوع جامعـه در حـوزهیترت به abY و aY ،bYه ک نیبا فرض ا
𝑌  :میباشند، دار = 𝑌௔ + 𝑌௔௕ + 𝑌௕  

  . است Yهدف براورد
نهـاد  شیپـ Yورد ابر یبرا یتحت عنوان براوردگر دو چارچوب یان براوردگر نقطهیچند

)۱( 
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babaهــا بــه فــرم  آن ی هه همــکــاســت شــده  YYYY ˆˆˆˆ ن یــاز ا یــکهــر . باشــندیمــ
چگونـه بـا هـم  Yبـراورد یه اطلاعـات حاصـل از دو نمونـه بـراک نیبراوردگرها، بسته به ا

  .دارند ییهاشوند با هم تفاوتیب مکیتر
𝑁௔ معلوم بوده و BNو ANه ک نیبا فرض ا > 𝑁௕ و ۰ >  یریگنمونه  یها، وزن۰

A
iw وB

iw ند ازا عبارت:  

𝑤௜஺ = 𝑁஺[𝜋௜஺ ෍ ( ۱𝜋௝஺)௝∈௦ಲ ]ି۱,             𝑤௜஻ = 𝑁஻[𝜋௜஻ ෍ ( ۱𝜋௝஻)௝∈௦ಳ ]ି۱  

𝛿௜஺  :میریگیدر نظر م Bو  A یهااز چارچوب یکهر  یر را برایر نشانگر زیدو متغ = ൝۱۰                                                                           
  𝛿௜஻ = ൝۱۰                                                                           

𝑌෠௔஺  :صورت زیر است به abو  bو  aی در نتیجه براوردگر مجموع در سه حوزه = ෍ 𝑤௜஺ ቀ۱ − 𝛿௜஻ቁ 𝑦௜,           𝑌෠௔௕஺ = ෍ 𝑤௜஺𝛿௜஻𝑦௜௜∈௦ಲ௜∈௦ಲ  

𝑌෠௕஻ = ෍ 𝑤௜஻ ቀ۱ − 𝛿௜஺ቁ 𝑦௜,           𝑌෠௔௕஻ = ෍ 𝑤௜஻𝛿௜஺𝑦௜௜∈௦ಳ௜∈௦ಳ  

در تعـاریف   1iyمشابه با قـراردادن   یصورتز بهیها ناز حوزه یکهر  یبراوردگر اندازه
A

aŶ ،A
abŶ ،B

bŶ ،B
abŶ  صـورت زیـر  همچنین دو براوردگر دیگر را نیز بـه. آیدبه دست می

  : کنیمتعریف می

B
ab

A
abab

B
ab

A
abab

NNN

YYY

ˆ)(ˆ)(ˆ

ˆ)(ˆ)(ˆ









1
1  

ˆ)(واریانس  ی که مقدار بهینه abY کندرا مینیمم می.  

  باشدAمتعلق به چارچوبiواحد
در غیر این صورت

  باشدBمتعلق به چارچوبiواحد
در غیر این صورت
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  ستر یبورم -و فولر یهارتل یوردگرهاابر -۱-۲
  :ردکنهاد  شیبراورد مجموع جامعه پ یر را برایز یوردگر دوچارچوبابر] ۵[ یهارتل

)(ˆˆˆ)(ˆ  ab
B

b
A

aH YYYY   
𝑌෠ி஻  :نهاد دادند شیر را پیهم براوردگر ز] ۴[ستر یفولر و بورم ቀ𝛽۱, 𝛽۲ቁ = 𝑌෠௔஺ + 𝑌෠௕஻ + 𝑌෠௔௕ ቀ𝛽۱ቁ + 𝛽۲(𝑁෡௔௕஺ − 𝑁෡௔௕஻ )  

ˆ)( یانس براوردگرهــایــب واریــبــه ترت 2و   ،1 یی پارامترهــانــهیر بهیمقــاد HY  و
),(ˆ
21 FBYیهاانسیارووکن به یرده و بنا بر اکمم ینیرا م A

abŶ  وB
abŶ  دارنـد یبسـتگ .

جـه یدر نت. نمونـه بـراورد شـوند ید از رویـها مجهـول بـوده و باانسیارووکن یاما در عمل ا
)ˆ(ˆ

HHY   و)ˆ(ˆ
FBFBY  از  یخط یتوابع یلکطور  هبy ر یـهـر متغ ینخواهند بـود و بـرا

مثال اگـر  یبرا. شوندطور جداگانه محاسبه  د بهیپاسخ با
1HŶ،

2HŶ  و
3HŶ یبراوردگرهـا 

 ۴۵ -۱۷و  ۱۶ -۰ یسن یها نفس در گروه یه دچار تنگک یمارانیل بکتعداد  یبرا یهارتل
به بالا باشـد، آن گـاه   ۴۵و 

31 2 HHH YYY ˆˆˆ  ل کـتعـداد  یبـراورد هـارتل یلزومـاً مسـاو
بر آن شـدند ] ۴[ستر یجه فولرو بورمیدر نت. نفس در جامعه نخواهد بود یماران دچار تنگیب

پاسـخ  یرهـایی متغهمـه یسـان بـرایک یهـامجموعه وزن یکه از که دهند یارا یبراوردگر
srsFBYها آن. ندکاستفاده  ,

کردند که ایـن براوردگـر، تحـت طـرح معرفی  Yرا برای براورد  ˆ
گیـری های نمونـهتوانست مستقیماً با طرحگیری تصادفی ساده طراحی شده بود و نمینمونه

هـا طراحـی شـده گیـریصورتی ناسازگار با این نوع نمونـه چون عموماً به. پیچیده به کار رود
  . بود

  ۴نما درستنمایی ماکسیمموردگر ابر -۲-۲
srsFBYاز ] ۱۶[ اسکینر ,

. درسـتنمایی داشـت ماکسـیممصـورت یـک براوردگـر  تفسیری بـه ˆ
 -کـرد، بـه براوردگـر فـولرهـا اسـتفاده مـییکسـانی از وزن ی چون این براوردگر از مجموعـه

-هـای نمونـهتوانسـت بـا طـرحولی این براوردگر، مستقیماً نمی. ورمیستر ارجحیت داشتب
-هـای نمونـهصورتی ناسازگار با این نوع طـرح طور کلی به بهچون . گیری پیچیده به کار رود
  .گیری طراحی شده بود

)۲( 

)۳( 
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تصمیم گرفتند این براوردگر را طوری اصلاح کنند که به براوردگری ] ۱۸[اسکینر و رائو 
هــا در ایــن حالــت، براوردگــر آن. گیــری پیچیــده نائــل آینــدهــای نمونــهســازگار تحــت طــرح

ی شده این براوردگر، اصلاح. نهاد کردند رای براورد مجموع پیشرا ب نما درستنمایی ماکسیمم
گیری تصادفی سـاده، بـرای رسـیدن بـه درستنمایی تحت طرح نمونه ماکسیممیک براوردگر 

  . گیری پیچیده بودهای نمونهبراوردگری سازگار با طرح
  :ه دادندیر اراصورت زی بهرا  نما درستنمایی ماکسیممها براوردگر آن
B

bB
b

PML
abB

ab

abPML
ab

A
aA

a

PML
abA

PML Y
N

NN

N

Y
NY

N

NN
Y ˆ

ˆ
)(ˆ

)(ˆ
)(ˆ

)(ˆˆ
ˆ

)(ˆ
)(ˆ 


 





  

  
ˆ)(ه ک یطور به PML

abN از  یتابعA
abN̂  ،B

abN̂ و  ی ی معادلـهشـهین ریتر کوچکبوده و
)  :ر استیز صورت بهی دو، درجه 𝜃𝑁஻ + ۱ − 𝜃𝑁஺ )𝑥۲ − (۱ + 𝜃𝑁஻ 𝑁෡௔௕஺ + ۱ − 𝜃𝑁஺ 𝑁෡௔௕஻ )𝑥 + 𝑁෡௔௕(𝜃) = ۰ 

. اسـت  yبورمیستر، تابعی خطی از  -این براوردگر بر خلاف براوردگرهای هارتلی و فولر
Pانتخـــاب  ] ۱۷[نر و رائـــو کیاســـ  ـــرا  یانس مجـــانبیـــردن وارکـــمم ینـــیم یرا ب

)(ˆ PML
abN   با  𝜃௣ = ேೌேಳ௏(ே෡ೌಳ್ )ேೌேಳ௏൫ே෡ೌಳ್ ൯ାே್ேಲ௏(ே෡ೌಲ್ )  

د از یـمجهـول بـوده و با) ۵(ی ها در رابطهانسیو وار bNو aNدر عمل . ردندکنهاد  شیپ
  . ها براورد شوندداده یرو

  ۵چارچوبی تک یبراوردگرها -۳-۲
براورد مجموع جامعه بـا در نظـر  یبرا] ۱۶[نر کیاسو ] ۷[التون و اندرسون ک، ]۲[ر کیبان

 یشــده بــرا اصــلاح یهــاچــارچوب بــا وزن یــکهــا از ه آنکــ یاگونــه گــرفتن مشــاهدات بــه
 یهـاوزن. ه دادنـدیـارا یانـد، براورگـرشـده یریـگنمونه abی متداخل مشاهدات در حوزه

بـه ] ۷[التون و اندرسـون کـو ] ۱۶[ نرکیاسـ یچـارچوب کتـ یبراوردگرها یشده برا اصلاح

)۴( 

)۵( 
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  :ند ازا ها عبارتن وزنیا. ندارد یازیها نمشابه در نمونه یواحدها ییشناسا

𝑤௜ = ⎩⎨
⎧(𝜋௜஺ + 𝜋௜஻)ି۱              𝑖 ∈ 𝑎𝑏(𝜋௜஺)ି۱                        𝑖 ∈ 𝑎  (𝜋௜஻)ି۱                        𝑖 ∈ 𝑏  

𝑌෠ௌி  :نهاد کردند برای براورد مجموع پیش ر رایها براوردگر زآن = ∑ 𝑤௜𝑦௜ + ∑ 𝑤௜𝑦௜௜∈௦ಳ௜∈௦ಲ  
 کـیمکچ گونـه اطلاعـات یباشد و از هیش از دو چارچوب میم به بین براوردگر قابل تعمیا

، کـیمکه اسـتفاده از اطلاعـات کـجـایی از آن. نـدکیاسـتفاده نمـ BNو  ANدر ارتباط با 
دو ] ۱۷[نر و رائـو کی، اسـ]۲[ شـودیش دقـت براوردگـر مـیانس و افـزایاهش وارکباعث 

  :ند ازا ه عبارتکه دادند ین براوردگر ارایح ایتصح یروش برا
  ]۲[ یل نسبتیروش تعد )۱
   یونیروش رگرس )۲
𝑌෠ௌி௥௔௞௘  :ر همگرا استیز یل به براوردگر تجربیند تعدیه فراکنشان دادند ] ۱۷[نرو رائو کیاس = ேಲିே෡ೌ್ೝೌೖ೐ே෡ೌ 𝑌෠௔ + ே෡ೌ್ೝೌೖ೐ே෡ೌ್ೄ 𝑌෠௔௕ௌ + ேಳିே෡ೌ್ೝೌೖ೐ே෡್ 𝑌෠௕  
𝑌෠௔௕ௌ :ه در آنک = ෍ 𝑤௜𝛿௜஻𝑦௜ + ෍ 𝑤௜𝛿௜஺𝑦௜௦ಳ௦ಲ  

𝑁෡௔௕ௌ = ෍ 𝑤௜𝛿௜஻ +௦ಲ ෍ 𝑤௜𝛿௜஺௦ಳ  

rakeو 
abN̂ استر یز صورت بهی دو ی درجهی معادلهشهین ریتر کوچک:  𝑁෡௔௕ௌ𝑥۲ − උ𝑁෡௔௕ௌ(𝑁஺ + 𝑁஻) + 𝑁෡௔ௌ஺ 𝑁෡௕ௌ஻ ඏ𝑥 + 𝑁෡௔௕ௌ𝑁஺𝑁஻ = ۰  

که 
As

A
ii

A
as wN ˆ  و

Bs

B
ii

B
bs wN ˆ .  

  .آورده شده است] ۱[ی این براوردگر در جزئیات محاسبه

)۶( 

)۷( 

)۸( 
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 ASN̂ترتیـب بـا  عنوان دو متغیر کمکی مورد استفاده که به معلوم به BNو ANح با یصحت
𝑌෠ௌி௥௘௚  :دهدیجه میر را نتی، براوردگر زیونیق روش رگرسیشوند، از طربراورد می BSN̂و  = 𝑌෠ௌ + 𝛽መ௦۲்උ𝑁஺ − 𝑁෡஺ௌ, 𝑁஻ − 𝑁෡஻ௌඏ = ۰  
𝛽መௌ۲  :برابر است با 2s̂ی که مقدار بهینه طوری هب = −𝐶𝑜𝑣{቞ 𝑁෡஺ௌ𝑉൫𝑁෡஺ௌ൯ , 𝑁෡஻ௌ𝑉൫𝑁෡஻ௌ൯቟ , 𝑌෠ௌ} 
  انس   یبراورد وار -۳

ی هـای نمونـهبراوردهایی از پارامتر مورد مطالعه را از هر یک از زیرنمونـه نایف جکروش 
ی اصـلی را از تغییرپـذیری براوردگـر نمونـهاصلی به دست آورده و سپس براورد واریـانس 

  .دهدها نتیجه میبین براوردگرهای این زیر نمونه
 یـکبـر اسـاس حـذف هـر بـار  یعنوان روش را به نایف جک، ]۱۰[ یلونکن بار ینخست

هـا داده یهیـوردگر با استفاده از بقای مجدد بره و محاسبهیاول یهامشاهده از مجموعه داده
] ۱۱[دیگـر  یادر مقالـه. نمـود یمعرف یاپیپ یب همبستگیبراوردگر ضر یبیاهش ارک یبرا
ان یـب یی متنـاهجامعـه یـکآن را در  یبـیاهش ارک یلکم داده و خواص ین روش را تعمیا
 یتوانـد بـرای، مـیبـیاهش ارکـن روش علاوه بر یه اکرد کنهاد  شیپ] ۱۸[ کیسپس تو. ردک

  . ز استفاده شودیانس نیبراورد وار
nXXکنیم میفرض  متغیرهای تصادفی مستقل و هم توزیع با مقادیر حقیقی از 1,.....,

ــامعلوم  ˆ),.....,(ی باشــند و آمــاره Fیــک توزیــع ن nXX1 ــارامتر ، براوردگــری بــرای پ
بـر  ̂ بـرایبراوردگـری  i̂. شـودی اصـلی محاسـبه مـیبوده کـه از روی نمونـه نامعلوم

امـین واحـد نمونـه بـه دسـت iاسـت کـه بعـد از حـذف  1nی های به انـدازاساس نمونه
𝜃෠௃  :از عبارت استاین نمونه  ̂ نایف جکگاه براوردگر  آن. آید می = (𝑛 − ۱)ି۱ ෍ ቂ𝑛𝜃෠ − (𝑛 − ۱)𝜃෠௜ቃ௡

௜ୀ۱
 

  :عبارت است از بالابراوردگر  نایف جکبراورد واریانس 

)۹( 
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𝜐௃൫𝜃෠൯ = 𝑛ି۱ ቀ𝑛 − ۱ቁ ෍൫𝜃෠௜ − 𝜃෠൯۲௡
௜ୀ۱

 

تری داشته و  به فرضیات مدل بستگی کم نایف جکشود روش طور که ملاحظه می همان
عنـوان یـک  باشد، نـدارد و در مجمـوع بـهمیهای نظری که در روش سنتی نیازی به فرمول

نیـاز بـه  نـایف جکبـا ایـن حـال، . شـودهای آماری شناخته میروش ناپارامتری در تحلیل
  .پذیر نبود مرتبه دارد که واقعاً این کار در قدیم امکان nی مکرر آماره به تعداد محاسبه

ه شده و سـپس یچارچوبی اراواریانس براوردگرهای دو نایف جکدر این بخش، براورد 
براوردگـری کـه اسـکینر و رائـو بـا ( واریـانس سـازی وردگـر خطیاارزی مجانبی آن بـا بر هم

  .شوداثبات می]) ۱۷[ به دست آوردند سری تیلور سازی روش خطیاستفاده از 
ه کـ یطـور طبقـه باشـند بـه Lو H یب دارایترت به Bو A یهاد چارچوبینکفرض 

Aب  شامل یترت ها به از آن یکدر هر  lو hطبقات 
hN  وB

lN  واحـد بـوده و در مجمـوع
A
hN

Bو  ~
lN

Aبیترت ه بهکدارند ) psu(ه یاول یریگواحد نمونه ~
hn~  وB

ln~  هـا واحـد از آن
ه کـ یطـور هبـ. شودیم یریگنمونه




H

h

A
hA nn

1

و ~~



L

l

B
lB nn

1

ه کـاسـت  یانمونـهل کـ ~~
 یهادر چارچوب lو  hطبقات  وزن. شودیانتخاب م Bو A یهاب از چارچوبیترت به
A وB ب بــا یــترت بــهA

A
h

A
h NNW   وB

B
l

B
l NNW  ۸[ شــودنشــان داده مــی[ .

از  یگذاریی بدون جا، نمونهیاچندمرحله یهایریگه اغلب در نمونهکاست  یادآوریلازم به 
 یریـگنمونـه یبـالا ییاراکـل یـدل به( ه با احتمال متناسب با اندازهیاول یریگنمونه یواحدها
ی بـه عمـل آمـده و سـپس در مرحلـه) یگـذاریبـا جا یریـگنسبت به نمونه یگذاریبدون جا

ــراورد وار ــب ــرای ــالقوهیدر زمــان و هز ییجــوصــرفه یانس، ب   نــه و اجتنــاب از محاســبات ب
بـا  ییه گـوکـرنـد یگیدر نظـر مـ یاگونـه را بـه یریگشمول توأم، نمونه های لپرزحمت احتما

  ].۱۵[ انتخاب شده است یگذاریجا
شود امـا در یانس براوردگر مجموع میبراورد شدن وارش یب عموماً منجر به بین تقریا
. بزرگ نخواهد بـود ینسب یبیی اول بزرگ نباشد، ارمرحله یریگنمونه یسرهاکه ک یصورت

ن روش در یـاز ا یریـگانس بازنمونهیوار یگر براوردگرهایو د نایف جکانس یبراوردگر وار
  .نندکیانس استفاده میبراورد وار

~)(ی  به اندازه ییهامونهه نکحال فرض کنید  2A
hn وB

ln~  هـای ب با احتمالیترت به 
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Aشمول متناسب با انـدازه، 
hi

A
h

A
hi pn~~    وB

lj
B

l
B

lj pn~~  یهـا از چـارچوب A وB 
Aه ک یطور شود،  بهیانتخاب م

hip وB
ljp ب برابر بـا احتمـال انتخـاب واحـد یرتت بهi ام و

j ام در طبقاتh  وl یمتناسب با اندازه psu هـا بـوده و 
i

A
hip و 1 

j

B
ljp 1 

)
A

ii
A
hi uup  و

B
jj

B
lj uup  کهiu ی تقریبی اندازهi امینpsuاست.(  

Tبــــــــــــا در نظــــــــــــر گــــــــــــرفتن دو بــــــــــــردار 
Aababa NNYYA ),,,( و

T
Bababb NNYYB ),,,(ورد اگاه بر، آنA برابر است با:  

𝐴መ = ෍ ෍ 𝐴መ௛௜𝜋෤௛௜஺
௡෤೓ಲ
௜ୀ۱

= ෍ ෍ 𝐴መ௛௜𝑛෤௛஺𝑝௛௜஺
௡෤೓ಲ
௜ୀ۱

= ෍ ෍ 𝑁௛஺𝑎௛௜𝑛෤௛஺
௡෤೓ಲ
௜ୀ۱

=ு
௛ୀ۱

ு
௛ୀ۱

ு
௛ୀ۱

෍ ෍ 𝑁௛஺𝑎ത௛௡෤೓ಲ
௜ୀ۱

ு
௛ୀ۱

 

ی دوم و مراحل گیری در مرحلهبر اساس نمونه hiAبراوردگر نااریب بردار مجموع  hiÂه ک
ˆ)(بعدی بوده و  A

hi
A
hhihi pNAa  براوردگـر  . باشـدیم

 


L

l

n

j

B
llj

B
l

B
l

nbNB
1 1

~
ز یـن ˆ~

هــا، hia،یگــذاریباجا یریــگات نمونــهیتحــت فرضــ. شــودیف مــیــمشــابه تعر یصــورت بــه
بـا Aام چـارچوب hی ن جامعـه در طبقـهیانگیع میتوزمستقل و همب یناار یبراوردگرها

A
hhhhi NAAaE )( یه براکیباشند در حالیم hh  ،hia  وiha   مستقل بوده

ع یب مستقل و هم توزیناار یها هم براوردگرهاljbطور مشابه  به .ستندیع نیتوز اما لزوماً هم
Bبـا   Bام چـارچوب lین جامعـه در طبقـهیانگیـبردار م

llllj NBBbE )(یمـ-
  .باشند

),(صورت  پارامتری به BAg های جامعه، میانگینه تابعی از را کNAA  و
NBB ترتیـب بـا  بـه بـالاهـای میـانگین. گیـریماست در نظـر مـی




H

h
h

A
h awA

1

و  ˆ





L

l
l

B
l bwB

1

ˆ)ˆ,ˆ(با  ̂براورد شده و  ˆ BAg ۸[ شودبراورد می[.  

جمـوع  جامعــه بـا در نظـر گـرفتن م ̂تواننـد در قالــب یمـ یدوچـارچوب یبراوردگرهـا
),(صورت  به BAgNYNY  ن یانگیدر این صورت م. ان شوندیبY  برابـر اسـت
  :با
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𝑔(𝐴̅, 𝐵ത) = 𝑌ത = ቀேಲே ቁ ቀ𝐴̅۱ + 𝜃𝐴̅۲ቁ + ቀேಳே ቁ ቄ𝐵ത۱ + (۱ − 𝜃)𝐵ത۲ቅ  
ˆ)()ˆ,ˆ(برابر با  یهارتلن صورت براوردگر یدر ا BAgNY HH  ۱[خواهد بود[.  

برابـــر بـــا  Âانس بـــردار یـــس واریمـــاتر



H

h

A
h

A
h

A
hA nW

1

2 بـــوده کـــه بـــا  )(~





H

h

A
h

A
h

A
hA nSWS

1

2 یعنـی  B̂طـور مشـابه، مـاتریس واریـانس  به. شودبراورد می )(~

B  نیز با



L

l

B
l

B
l

B
lB nSWS

1

2 Aشود که براورد می )(~
hSوB

lS ترتیب براوردگرهای  به
hماتریس واریانس 

A
h an~ وl

B
l bn~ ند ازا باشند و عبارتمی   :  

𝑆௛஺ = (𝑛෤௛஺ − ۱) ෍(𝑎௛௜ − 𝑎ത௛)(𝑎௛௜ − 𝑎ത௛)்௡෤೓ಲ
௜ୀ۱

 

𝑆௟஻ = (𝑛෤௟஻ − ۱) ෍൫𝑏௟௝ − 𝑏ത௟൯(𝑏௟௝ − 𝑏ത௟)்௡෤೗ಳ
௝ୀ۱

 

ارزی مجــانبی آن بــا  واریــانس و همچنــین هــم نــایف جکبــرای اثبــات ســازگاری براوردگــر 
  : های زیر استواریانس، نیاز به شرط سازی براوردگر خطی

ــــــرض ) آ   ــــــکف ــــــیین ــــــه وقت BAم ک nn ــــــاه آن ~,~ ~~)(: ۶گ 1A
hA

A
h nnW  و

)(~~ 1B
lB

B
l nnW.  

,𝑔஺(𝑎෤م ینکفرض می) ب 𝑏෨) یبردار q اول تـابع یهـااز مشـتق یبعد 𝑔(∙)  نسـبت بـه
,a، 𝑔஻(𝑎෤یهـامؤلفـه 𝑏෨) یبـردارr اول تـابع یهـااز مشــتق یبعـد 𝑔(∙)  نسـبت بــه
bو~aه در کــباشــد  bیهــامؤلفــه

,𝑔஺ᇱᇱ(𝑎෤ کنــیمهمچنــین فــرض مــی. شــوندمقــدار دهــی مــی ~ 𝑏෨)  یک ماتریسq ۲�� هـای دوم،از مشتق𝑔(𝜕𝑎௝𝜕𝑎௞) و 𝑔஻ᇱᇱ(𝑎෤, 𝑏෨) یـک 
bو ~aدر  ۲𝑔(𝜕𝑏௝𝜕𝑏௞)�� دوم یهابعدی از مشتق rس یماتر

 𝑔஻ᇱᇱ و 𝑔஺ᇱᇱ باشند و ~
),(ر یک همسایگی ازد BA پیوسته و کراندار باشند .  
𝑛෤஺ )ج 𝑛෤⁄ → 𝑘 ∈ (۰, 𝑛෤ طوری که هب (۱ = 𝑛෤஺ + 𝑛෤஻.  

 یخــواص براوردگرهــا یق و بررســیـبــرای تحق ]۱۲[توسـط رائــو و وو  بــالاهــای شـرط

)۱۰( 
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  .مورد استفاده قرار گرفته است یاچندمرحله یبندطبقه یریگانس در طرح نمونهیوار
کـران توانـد کرانـدار یـا بـیهـا مـیدارد که تعداد طبقـات در چـارچوباذعان می آشرط 

کراندار باشد یعنی Bو  Aهای ی حاصل از طبقات در چارچوبنمونه ی اگر اندازه. باشد
)(~ 1A

hn  و)(~ 1B
ln  ارز اســــت بــــا  هــــم آآن گــــاه شــــرط𝑊௛஺ = O(𝑛෤஺ି۱)  و 𝑊௛஻ = O(𝑛෤஻ି۱).  
شود در مجموع فرض می 1

h

A
h

A
hW  و 1

l

B
l

B
lW  یعنی متوسـط

  .وزنی کواریانس درون طبقات کراندار باشد
 یرو یطـور مجـانب چـارچوب، بـه یکی حاصل از ه نمونهکند کین میز تضمین شرط ج

  .  گذاردینم یریچ تأثیگر هیی چارچوب دنمونه
𝑉𝑎𝑟(𝜏̂)  :گاه آن. برقرار باشند ج تا آم شروط ینکیفرض م .۱ ی هیقض = 𝑔஺்(𝐴̅, 𝐵ത)Σ஺𝑔஺(𝐴̅, 𝐵ത) + 𝑔஻்(𝐴̅, 𝐵ത)Σ஻𝑔஻(𝐴̅, 𝐵ത) + 𝑜 ቀ𝑛෤ି۱ቁ 

  
))~( 1n 1تری از  ی کوچکعبارت از جملاتی از مرتبهn~ است(  

𝜐௅(𝜏̂)  :ست ازا عبارت بالاانس یوار سازی یبراوردگر خط = 𝑔஺் ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ 𝑆஺𝑔஺ ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ + 𝑔஻் ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ 𝑆஻𝑔஻ ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ. 
  .آمده است] ۱[در  L)ˆ(و همچنین اثبات سازگاری براوردگر اثبات قضیه

Aم ینـکیفرض مـ
hi)(̂ صـورت به یبراوردگـر ̂  ی  هدهحـذف مشـا ه بعـد ازکـباشـدiن یامـ

psuی ی طبقهنمونهh ام به دست آمده و)ˆ,ˆ(ˆ )()( BAg hi
A
hi  ه کـ)(

ˆ
hiA ز براوردگـر یـن

Aبعد از حذفiن یامpsuیی طبقهنمونهh ام در چارچوبA طـور مشـابه  به. باشدیم
)ˆ,ˆ(ˆ )()( lj

B
lj BAg ــ )(ه ک

ˆ
ljB ــن ــر ی ــد از حــذف Bز براوردگ ــjبع ــهpsuن یام ی نمون

با توجـه بـه اسـتقلال (̂انس یوار نایف جکبراوردگر .  است Bام در چارچوب lی طبقه
  :)دیده شود ]۱[ جزئیات در( ست ازا عبارت) هانمونه

)۱۱( 

)۱۲( 
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𝜐௃(𝜏̂) = ∑ ௡෤೓ಲି۱௡෤೓ಲ ∑ (𝜏̂(௛௜)஺ − 𝜏̂)۲௡෤೓ಲ௜ୀ۱ + ∑ ௡෤೗ಳି۱௡෤೗ಳ ∑ (𝜏̂(௟௝)஻ − 𝜏̂)۲௡෤೗ಳ௝ୀ۱
௅௟ୀ۱

ு௛ୀ۱ 
 

طـور  بـه L)ˆ(و  J)ˆ(ثابـت کردنـد کـه ) ی زیر قضیه( ۲ ی قضیه در] ۱۴[هر ورائو و ل
 .ارز هستند مجانبی هم

𝜐௃(𝜏̂)  :گاه آن. ج برقرار باشند -آبا فرض این که شروط . ۲ ی هیقض = 𝜐௅(𝜏̂) + 𝑜௣(𝑛෤ି۱) 
))~( 1np 1تری از  ی کوچکاز جملاتی از مرتبه است عبارتn~ ۷)در احتمال.  

باشـد، مـورد B̂و Âاز  یتابع هموار ̂ه ک یدر حالت بالاانس یوار نایف جکبراوردگر 
 یطـ ،انسیـوار سـازی یش بـا براوردگـر خطیـز هـم ارزیـو ن یسـازگار قرار گرفته و یبررس
 SF ی، براوردگرهایدوچارچوب ین براوردگرهایدر ب]. ۱[شود یثابت م ۲و  ۱های  قضیه

گر براوردگرهـا ید. ان هستندین جوامع، قابل بیانگیاز م یصورت توابع هموار به rakeSFو 
هــا بــراورد داده یثابــت بــوده و از رو 2Sو p ،H ،FB یه پارامترهــاکــ یز مــادامیــن

-یان مـیـب ۲ی هین قضـیـبنا بر ا. ن جوامع خواهند بودیانگیاز م یز توابع هموارینشوند، ن
  ].۱۴[وردگر سازگار است ای هر برنهیل بهکش یانس برایوار نایف جکه براوردگر کدارد 

  شده   امل و اصلاحک نایف جک -۱-۳
 BSو  ASانس یـهای واراز ماتریس یتوابع یهمگ 2S̂و p̂ ،H̂ ،FB̂ یوردگرهاابر

 یریــگنمونــه ن دریانگیــاز م یهمــوارصــورت توابــع  تواننــد بــهینمــ یلــکطــور  هســتند و بــه
 .)نمونه براورد شوند ید از رویها معمولاً  نامعلوم بوده و باانسیوار(ان شوند یب یبند طبقه
و  ASاز  یه تـوابعکـ ییم با براوردگرهایطور مستق تواند بهیشه نمیهم ۲ی هین قضیا بر بنا
BS  از نمونـه یلـیدر خ نـایف جکروش ه در استفاده از کگر یل دکمش. ار رودکهستند به-
Aی دهد، هنگام محاسبهیرخ م یبندطبقه یها

hiS Bو  )(
ljS   ، چون است)(

)۱۳( 

)۱۴( 
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𝑆(௛௜)஺ = 𝑆஺ + ൫ௐ೓ಲ൯۲௡෤೓ಲି۲ [۲ௌ೓ಲ௡෤೓ಲ − ௡෤೓ಲቀ௡෤೓ಲି۱ቁ۲ (𝑎௛௜ − 𝑎ത௛)(𝑎௛௜ − 𝑎ത௛)்] 
2Aه ک یصورتدر 

hn~ طـور مشـابه  به. ستیقابل محاسبه ن) ۱۵(ی باشد رابطهB
ljS )( 

2Bه ک یز وقتین
ln~ یـک] ۱۴[هر ول رائـو و لـکن مشیرفع ا یبرا. ستیقابل محاسبه ن 

2Aهک یشده در حالت اصلاح نایف جکورد ابر
hn~ 2Bا یو  

ln~ ه دادندیارا  .  
ه در یـاول یریگواحد نمونه ۲با  یریگطرح نمونه یشده برا اصلاح نایف جک( نایف جک
 یبستگ BSو  ASه براوردگرها به ک یزمان یحت) میپردازیآن م یه بعداً به معرفکهر طبقه 

  .]۱۴[دهد یانس میاز وار یدارند، براورد سازگار
 یثابت بوده و از رو 2Sو  p ،H ،FB یه پارامترهاکن است یفرض بر ا ̂در 
داشته باشند  یبستگ BSو  ASن پارامتر ثابت نبوده و به یاما اگر ا. شوندیورد مانمونه بر

𝜏̂  ه کم ینکیفرض م. منظور شود ̂وردگرها در ان برید اثر ایبا = 𝑔 ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ = 𝑓 ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ , 𝛽ቁ 𝛽 = [𝐸஺ + 𝐸஻]ି۱[𝑒஺ + 𝑒஻] 
از  یب خطـکیـتر Ae یبعـد rو هـر عنصـر بـردار  AEبعـدی pس یه هر عنصـر مـاترک

ــراایــن ویژگــی هســتند و  Aعناصــر   یگــاه براوردگرهــا آن .برقــرار اســت Beو BE یب
)ˆ(ˆ

pPMLY  ،)ˆ(ˆ
HHY  ،)ˆ(ˆ

FBFBY  و)ˆ(ˆ
2SSFregY  صــــــــــــــــورت  به یهمگــــــــــــــــ

)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ  BAfNN  ه ک یطور باشند بهیم̂  بـراوردAS  وBS  را در ن یگزیجـا
𝐴  :میریر در نظر بگیصورت ز را به Bو A یمثال اگر بردارها یبرا. ندکیم = (𝑌௔, 𝑌௔௕, 𝑁௔௕, 𝑁஺)்         𝐵 = (𝑌௔, 𝑌௔௕, 𝑁௔௕, 𝑁஻)் 

ˆ)ˆ( یآن گاه براوردگر هارتل
HHY  ر نوشتیصورت ز توان بهیرا م:  𝑌෠ு൫𝜃෠ு൯ = 𝑌෠ு(𝜃ு) + (𝛽መு − 𝛽ு) ቔ𝑁஺(𝐴̅መ۲ − 𝐴̅۲) − 𝑁஻(𝐵ത෠۲ − 𝐵ത۲)ቕ 

  :برابر است با H ینهیه مقدار بهک یطور هب

B

A

BA

BBA
H N

N
k

k

k





 ,
),(),(

),(),(),(
2222

222121
2

2
  

)۱۵( 
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),( 21A  عنصــــر ازاســــت عبــــارت ),(  ماکســــیممبراوردگــــر  یبــــرا. Aن یامــــ21
),(),(از  است ، پارامتر مناسب عبارتنما ییدرستنما 33333

BAp k .  
Aد ینکفرض 

hi )(̂ ،صورت  به یوردگرابر̂  ه بعـد از حـذف مشـاهدات کـباشدi امـین
psu یی طبقــهنمونــه hگــاه  آن. اســت ام حاصــل شــده)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ )()()(

A
hihi

A
hi BAf   ه کــ

A
hi )(̂ز براوردگرین  با استفاده ازA

hiS 2Aبا فرض  BSو )(
hn~ طور مشـابه  به. باشدیم

)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ )()()(
B
ljlj

B
lj BAf   2ه ک نیشرط ا است بهB

ln~ نایف جکگاه براوردگر  آن. باشد 
  :ست ازا عبارت ̂انسیوار

𝜐௃(𝜍̂) = ෍ 𝑛෤௛஺ − ۱𝑛෤௛஺
ு

௛ୀ۱
෍(𝜍(̂௛௜) − 𝜍̂)۲௡෤೓ಲ
௜ୀ۱

+ ෍ 𝑛෤௟஻ − ۱𝑛෤௟஻
௅

௟ୀ۱
෍(𝜍(̂௟௝) − 𝜍̂)۲௡෤೗ಳ
௝ୀ۱

 

 
 J)ˆ( صـورتز بـه همـان یـن MJ)ˆ(انس، یی واراصلاح شده نایف جکبراوردگر 

A یجا ه بهکن تفاوت یبا ا است
hi )(̂ا یB

lj )(̂ از̂  2اربرد با کرده و قابل کاستفادهA
hn~ 

2Bا ی
ln~ باشدیم   .  

سـری تیلـور  سازی خطیبا استفاده از  برای به دست آوردن براوردگر خطی واریانس 
ی دوم پیوسـته و کرانـدار پذیر با مشتقات جزئی مرتبـه تابعی مشتق fآن با فرض این که 

),,(در یک همسایگی از  BAf است و  ),,( BAf  و همچنین تحـت شـرط
𝑉𝑎𝑟(𝜍̂)  :داریم ج = 𝐸(𝜍̂ − 𝜍)۲ = 𝑔஺்(𝐴̅, 𝐵ത)Σ஺𝑔஺(𝐴̅, 𝐵ത)                 +𝑔஻்(𝐴̅, 𝐵ത)Σ஻𝑔஻(𝐴̅, 𝐵ത) + 𝑜(𝑛෤ି۱) 

𝜐௅(𝜍̂)  :ست ازا عبارت ̂انس یوارسازی  یوردگر خطاو بر = 𝑔ො஺் ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ 𝑆஺𝑔ො஺ ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ + 𝑔ො஻் ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ 𝑆஻𝑔ො஻ ቀ𝐴̅መ, 𝐵ത෠ቁ  
  .  نندکیاستفاده م  یجا به ̂از  Bĝو Aĝه ک

در  یطـور مجـانب بـهL)ˆ(و MJ)ˆ(، J)ˆ(انس یـهر سـه براوردگـر وار .۳ ی قضیه
)~( ی ها از مرتبه ن هر جفت از آنیاختلاف به ک یحالت 1np برای اثبـات (. ارزند باشد هم

)۱۶( 

)۱۷( 
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  .)دیده شود ]۱۴[
بــدون  یبنــدطبقــه یریــگحالــت نمونــه یور بــراکانس مــذیــوار نــایف جک یبراورگرهــا

گیـری در دو سـرهای نمونـهکز بـودن یه با فرض نـاچیاول یریگنمونه یاز واحدها یگذاریجا
بدون  یاچندمرحله یبندطبقه یریگنمونه یهااربرد با طرحکچارچوب، مطرح شده و قابل 

 یریـگنمونـه یاز واحـدها یگـذاریبـا جا یریـگه نمونـهک یدر حالت. باشندیز مین یگذاریجا
ن کـحالـت خـاص مم یـک. کننـدانس صدق مییوار یهان فرمولیز همید نیعمل آ ه بهیاول

 یریـگ، نمونـهBیهـا مـثلاً چـارچوب فهرسـتاز چـارچوب یکیه در کرخ دهد  یاست زمان
 ljbن حالت یدر ا. ز باشدیناچ یریگنمونه یسرهاکانجام شده و  یبندطبقه ی ساده یتصادف
Bو Bام چارچوب lین واحد در طبقهیامjر مرتبط با یاز مقاد یبردار

l
B

l nn ~  عبـارت
Bشده از  یریگنمونه یاز تعداد واحدها

lN یواحد در طبقهl ام چـارچوبBدر . باشـدیمـ
Bیریگسر نمونهکه ک یصورت

l
B
l Nn در  نـایف جکطـور مشـابه بـا روش  ز نباشـد، بـهینـاچ

B،  ])۱۹([ حالـــت تـــک چـــارچوبی
l

B
l nn )( 1  بـــا))()(( B

l
B
l

B
l

B
l Nnnn  11 

  . شودین میگزیجا

      یدوچارچوب یانس براوردگرهایوار نایف جکبراورد  -۲-۳
𝑌෠  :ان شوندیر بیز صورت توانند بهیم یدو چارچوب یتمام براوردگرها = ∑ 𝑤෥௧஺𝑦௧௧∈ௌಲ + ∑ 𝑤෥௧஻𝑦௧௧∈ௌಳ  

Aی شـده اصـلاح یهـاه از وزنک
tw~  وB

tw~ مثـال در یبـرا. نـدکیاسـتفاده مـ )(ˆ PMLY  از
  :شودیزیر استفاده م یهاوزن

𝑤෥௧஺ = ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑤௧஺ 𝑁஺ − 𝑁෡௔௕௉ெ௅(𝜃)𝑁෡௔஺                𝑡 ∈ 𝑎

 𝑤௧஺𝜃𝑁෡௔௕௉ெ௅(𝜃)𝑁෡௔௕(𝜃)                         𝑡 ∈ 𝑎𝑏 

)۱۸( 
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𝑤෥௧஻ = ⎩⎪⎨
⎪⎧ 𝑤௧஻ 𝑁஻ − 𝑁෡௔௕௉ெ௅(𝜃)𝑁෡௕஻                  𝑡 ∈ 𝑏𝑤௧஻(۱ − 𝜃)𝑁෡௔௕௉ெ௅(𝜃)𝑁෡௔௕(𝜃)                   𝑡 ∈ 𝑎𝑏 

A نــایف جکبــراورد  یمحاســبه یبــرا
hiY A یهــاوزن یســادگ بــه ̂)(

tw  ــا Aب
hitw ن یگزیجــا )(

  گاه  باشد آن Aام در چارچوب 𝑔ی ام طبقهkی در خوشه tاگر واحد . شود یم

𝑤௧(௛௜)஺ = ⎩⎪⎨
⎪⎧۰                             ℎ𝑖 = 𝑔𝑘          ௡෤೓ಲ(௡෤೓ಲି۱) 𝑤௧஺             ℎ = 𝑔    𝑖 ≠ 𝑘𝑤௧஺                         ℎ ≠ 𝑔               

Bطور مشابه  هب
ljY B یهابا استفاده از وزن  ̂)(

ljtw  نـایف جکمحاسبه شده و سپس بـراورد  )(
  .دیآیی زیر به دست ماز رابطه Ŷانس یوار

𝜐௃൫𝑌෠൯ = ෍ 𝑛෤௛஺ − ۱𝑛෤௛஺
ு

௛ୀ۱
෍(𝑌෠(௛௜)஺ − 𝑌෠)۲௡෤೓ಲ
௜ୀ۱

+ ෍ 𝑛෤௟஻ − ۱𝑛෤௟஻
௅

௟ୀ۱
෍(𝑌෠(௟௝)஻ − 𝑌෠)۲௡෤೗ಳ
௝ୀ۱

 

Aی اصلاح شده یهااگر وزن
tw~  وB

tw~  به عناصـرAS  وBS داشـته باشـند،  یبسـتگ
A نایف جکی براورد محاسبه یبرا

hiY Aی اج به محاسبهیاحت ̂)(
hiS Aس یمـاتر. اسـت )(

hiS )( 
3A یبه ازا

hn~ نایف جکرار کجداگانه درون هر ت نایف جک یکتواند با استفاده از یم ،
حـذف Aام چـارچوب h یطبقـه psuن یامـiه مشـاهدات ک یان بار با مجموعه دادهیا

  .شده است، به دست آید

    یساز هیشبی  مطالعه -۴
تجربـی و  هـای ویژگیسـازی، بـه بررسـی  ی اجـرای شـبیهدر این بخش پس از معرفی نحوه

ـــین مقایســـهمقایســـه ـــای دوچـــارچوبی و همچن ـــانسی براوردگره ـــای واری  ی براوردگره
  . پردازیمسازی میبا استفاده از شبیه) شده اصلاح نایف جکو  نایف جک، سازی خطی(

عنـوان  عنصـر از هـر خوشـه بـه mخوشـه و  ~Anا ای بـای دومرحلهی خوشهیک نمونه 

اگر
اگر
اگر
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ــ Amnnی حاصــل از چــارچوب  هنمون AA ).~(  ــه ــا و یــک نمون  Bnی تصــادفی ســاده ب
فـرض نامتنـاهی بـودن بـا . شودتولید می Bی حاصل از چارچوب عنوان نمونه مشاهده به

ی نمونـه. کنـیمجـایگزین مـی bو  aرا بـا  NNbو  NNaی تحت مطالعه، جامعه
,ቄ൫𝑦௜௝  شامل مقادیر Aحاصل از چارچوب  𝑚௔௜൯,    𝑖 = ۱, ⋯ , 𝑛෤஺       𝑗 = ۱, ⋯ , 𝑚ቅ 

ای، ی نمونـهامـین خوشـهiشـده از  یـریگعبـارت از تعـداد عناصـر نمونـهaimباشد کـه می
ی امین خوشـهiای در امین عنصر نمونهjنیز مقدار مرتبط با ijyو aی متعلق به حوزه
ــــی ــــه م ــــدنمون ــــه. باش ــــارچوب نمون ــــه Bی حاصــــل از چ ــــادیر نمون ــــامل مق   ایش

 ቄ൫𝑦௝, 𝑛௕൯, 𝑗 = ۱, ⋯ , 𝑛஻ቅ  ــه در آن ــهbnاســت ک ــداد عناصــر نمون ــه ، تع ــق ب ای متعل
سـازی در جزئیـات شـبیه( ای اسـتامین عنصر نمونهj، مقدار مرتبط با jyو  bی  حوزه

  .)آمده است ]۱[
بـار تکـرار کـرده و از هـر نمونـه، براوردگرهـای  ۱۰۰۰۰گیری را سازی، نمونهبرای شبیه

)ˆ(ˆ
HHY  ،)ˆ(ˆ

FBFBY   و)ˆ(ˆ
PPMLY   و براوردگرهــای تــک چــارچوبیSFŶ  وSFrakeŶ  و

)ˆ(ˆ
2sSFregY  ــه ــا اســتفاده از مقــادیر بهین ــادیر  2s̂و  H̂ ،FB̂ ،P̂ی ب ــه ازای مق و ب

کنیم و سپس میـانگین تـوان دوم خطـای تجربـی محاسبه می Bnو ~a ،b ،Anمختلف 
صـورت زیـر  را بـه) انحـراف براوردگـر از مقـدار واقعـی آن تـوان دوممتوسط ( هر براوردگر
𝐸𝑀𝑆𝐸  : کنیممحاسبه می = ۱𝑅 ෍ቀ𝑌෠௥ − 𝑌ത෠ቁ۲ோ

௥ୀ۱
 

𝑌ത෠، سازی امین تکرار شبیهrبرای  Ŷ براورداز است عبارت rŶکه  = ۱ோ ∑ 𝑦ො௥ோ௥ୀ۱  وR ،
  .سازی است تعداد تکرارهای شبیه

و  J)( نـایف جک، L)(واریـانس  سـازی خطی ، سه براوردگرYبراوردگر  ۶برای هر 
دلیل  به نایف جکی واریانس در محاسبه. کنیمرا محاسبه می MJ)(شده اصلاح نایف جک
هـای شود و این مقادیر، خود به مـاتریسی پارامترها استفاده میکه از مقادیر براوردشدهاین

AS  وBS اند، وابستهA
hiS Bو  )(

ljS جداگانه درون هر تکرار  نایف جکبا استفاده از یک  )(
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هـر سـه براوردگـر واریـانس را بـا  RB)(اریبـی نسـبی  درصد .شوندمحاسبه می نایف جک
  :کنیمی زیر محاسبه میاستفاده از رابطه

𝑅𝐵 = ۱۰۰(𝐸𝑉 − 𝐸𝑀𝑆𝐸)𝐸𝑀𝑆𝐸  
همچنــین بــا . بــراورد واریــانس در هــر روش ۱۰۰۰۰از میــانگین  اســت عبــارت EVکــه 

)(اطمینان  ی بازهاستفاده از  1 درصد توزیع نرمال:  
𝑧(۱ି±) براورد( ۲ഀ)𝑆𝐸 وردابر  

)~(با  tو نیز صدک توزیع  1An هـای ی آزادی، احتمال پوشش تجربـی بـرای روشدرجه
سـازی، در ایـن شـبیه. محاسـبه شـده اسـت نایف جکشده و  اصلاح نایف جک، سازی خطی

  .صورت گرفته استSplus ۲۰۰۰تمام محاسبات با استفاده از نرم افزار 
3، ۱در جدول ( ۲و  ۱ های دولسازی در جنتایج شبیه

B

A

n

n  6،  ۲و در جدول
B

A

n

n (
 EMSE، همـواره کاهشـی کوچـک در نما درسـتنمایی ماکسـیممدهد که براوردگـر نشان می

. دهدنشان می FB̂و H̂بورمیستر در اثر براورد  -نسبت به براوردگرهای هارتلی و فولر
ای در مقایسه با براوردگرهای دو چارچوبی، براوردگر تک چارچوبی، افزایش قابل ملاحظـه

baوقتی  EMSEرا در     یاAnتـر از خیلـی بـزرگBn اریبـی . دهـدباشـد نشـان مـی
بـا ایـن حـال . نمونه میل به کاهش دارد ی اندازهنسبی هر سه براوردگر واریانس با افزایش 

را کـم  EMSEشـده،  اصلاح نایف جکو  سازی های خطیتر، روش های کوچکبرای نمونه
های نمونه و دیگر اندازه bو aنتایج به ازای مقادیر دیگر پارامترهای (. کنندبراورد می

  .)آمده است] ۱[است در  ۲و  ۱های  ولچه در جد به غیر از آن از دو چارچوب 
کامـل بـه وضـوح  نـایف جکدهـد کـه روش اطمینـان نشـان مـی ی بازهنتایج حاصل از 

دو روش دیگر دارد در حالی که دو روش دیگر به وضـوح  نسبت بهاحتمال پوشش بالاتری 
نمونـه، احتمـال پوشـش افـزایش ی  انـدازهتری دارند که البته بـا افـزایش  احتمال پوشش کم

  .یابدمی
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  یریگ جهینتبحث و  -۵
براوردگــر  دهــد کــهنشــان مــیچــارچوبی نتــایج حاصــل از بررســی خــواص براوردگرهــای دو

ی متغیرهـا اسـتفاده های یکسـانی بـرای همـهدلیل این که از وزن به نما درستنمایی ماکسیمم
هایی با متغیرهای متعـدد  بورمیستر در آمارگیری -کند نسبت به براوردگر هارتلی و فولرمی

ــه  .ارجحیــت دارد در صــورتی ک
N

N

N

N ba  )ba   (ــه ــری مشــابه و دو طــرح نمون گی
چارچوبی با تصـحیح نسـبتی، نسـبت بـه دیگـر براوردگرهـا از کـارایی  باشند، براوردگر تک

تـری نسـبت بـه براوردگـر  دارای اریبـی کوچـک نایف جکبراوردگر  .بالاتری برخوردار است
بـاً پوشش تجربی بـرای هـر سـه روش تقری های لاگر چه احتما. است سازی واریانس خطی

شـود، اطمینان اسـتفاده مـی ی بازهی در محاسبه 𝑡 مشابه هستند، اما وقتی که صدک توزیع
-احتمال پوشش خیلی بالاتری را نسبت بـه دو براوردگـر دیگـر نشـان مـی نایف جکروش 
در . رودیار مـکـر نسبت مجموع دو جامعـه بـه ینظ یخطنامعمولاً با توابع  نایف جک .دهد
 یخطنـار ین مقـادیچنـ سـازی یورد خطابـر یه در محاسـبهکـ یجزئـهـای ن حالت مشـتقیا

. اسـت یچـارچوب کتر از براوردگـر تـدهیچیپ یهای دوچارچوبشود، در آمارگیرییاستفاده م
 .ردکده اجتناب یچین محاسبات پیتوان از ایم نایف جکه با استفاده از ک یدر صورت
و  ۸(BRR) تکـرار مکـرر متعـادلر یـانس نظیگر براورد وارید یریگبازنمونه یهاروش
. رندیها مورد استفاده قرار گگونه طرحنیدر ا نایف جکتوانند به موازات یز مین ۹خودگردان
ز قابـل یـانـه نیر میهموار نظنابا توابع  نایف جکه بر خلاف کن است یها ان روشیمزیت ا
  .هستند استفاده
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  توضیحات
1. Delta Method 
2. Multiple frame surveys 
3. Jackknife 
4. Psedo-maximum likelihood estimator 
5. Single frame estimator 

𝑎௡ ،{𝑏௡} و {𝑎௡}برای دو دنباله از اعداد  .۶ = O(𝑏௡)  اگـر بـه ازای هـر𝑛 و یـک 𝑐 ثابـت |𝑎௡| ≤ 𝑐|𝑏௡|؛ و 𝑎௡ = o(𝑏௡) اگر وقتی 𝑛 → ∞، ௔೙௕೙ → ۰.  
𝑋௡ ،{𝑌௡} و {𝑋௡} برای دو دنباله از متغیرهـای تصـادفی .۷ = O௣(𝑌௡) اگـر بـرای هـر 𝜀 >

𝐶ఌ ، یک ثابت۰ > |𝑝{|𝑋௡ طـوری کـه وجود داشته باشـد بـه ۰ ≥ 𝐶ఌ|𝑌௡|} بـرای هـر 𝑛؛ 𝑋௡ = o௣(𝑌௡) اگر وقتی 𝑛 → ∞، ௑೙௒೙ ௣→ ۰.  
8. Balanced repeated replication (BRR) 
9. Bootstrap 
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