
  هاي آمار رسمي ايران ي بررسي مجله                                                           
  87 -75 ، صص1389 بهار و تابستان، 1  ي ، شماره21سال  

 ۱۸/۲/۱۳۸۹: ، پذیرش۲۷/۸/۱۳۸۸: دریافت
 دار مکاتبات ی عهده نویسنده* 

 ممی ماکسی رنی از آنتروپییها ها و مشخصه یژگیو

  ینیمحمد ام و * برزادرانی طبس، غلامرضا محتشمیژه صانعیمن
  دانشگاه فردوسی مشهد

 یافتن تـابع چگـالی. ان شده استی از آن بییها یژگی و وی رنین مقاله آنتروپیدر ا: چکیـده
 بـودن، یت تـابع چگـالیحـدود عـلاوه بـر مید وقتـیـنما یمم مـی شـانون را ماکـسیکه آنتروپ
 مطـرح ش توسط کاگـان و همکـاران۱۹۷۳سال م در یز داشته باشی نیگری دیها تیمحدود

 مشخص علاوه بـر تـابع یها تیمم، با توجه به محدودی ماکسی رنی آنتروپدر این مقاله. شد
 هیـ از آن مفهـوم اراییهـا ل مورد بحث قرار گرفتـه و مشخـصهی احتمال بودن به تفصیچگال

 .ده استیگرد 
ســاليس؛ آنتروپــی ماکــسيمم؛   آنتروپــی شــانون؛آنتروپی رنــی؛ آنتروپــی تــی:واژگــان کلیــدی

 .های اطلاع آنتروپی رنی ماکسیمم؛ اندازه

  مقدمه -۱
تباطـات ر ای هیـ را در نظریدیداد جدی رو۱۹۴۸ شانون در سال ی  اطلاع با مقالهی هینظر
ل یـه و تحلیـت تجزیستم مسئولیرکت بل س دوم در شیاو در خلال جنگ جهان. جاد کردیا

شـده توسـط روزولـت و  ی طراحیها  کردن مسائل و نقشهییگشا ، کد نمودن و کدیمخابرات
ات او بـه یـ بعـد از اتمـام جنـگ تجرب.داد یت جنگ را انجام مـیل در ارتباط با هدایچرچ
ن یـ در ایرای بـسهـای لـه و مقاهـا کتـاببعد از آن . منجر شد ]۱۶ [ مشهور شانونی مقاله
و ] ۱۸[  وردوی  تـوان بـه مقالـه یده اسـت، کـه از جملـه مـی آن به چاپ رسـسیعنه و تویزم

 یآنتروپـ. ن راسـتا در بـر داردی را در ایادیاشاره کرد که منابع ز] ۸[کتاب کاور و توماس 
 ی با کار رنی رنی شانون هستند که آنتروپی آنتروپیها عیز از جمله توسیس نیسال ی و تیرن
 توسـط هـاوردا وچـاروات زیـس نیسال ی تیآنتروپ. ز ادامه داردیشروع و هم اکنون ن] ۱۵[
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باتوجـه .  شـدیمعرفـ ]۱۷ [سیسال      یتوسط ت۱۹۸۸ وسپس در سال ۱۹۶۷ در سال ]۱۰[
 ی آنتروپـیج به دست آمـده بـرای، نتاوجود دارد ین دو آنتروپین ایه بک یینوایک ی به رابطه

 . باشند یز برقرار میس نیلسا ی تی آنتروپی، برایرن
. میکنـد، هـست یمم مـی را ماکـسی که آنتروپـیعیافتن توزی از مواقع به دنبال یاریدر بس
 بـودن لازم یچگال) احتمال( که علاوه بر تابع ییها تیافتن آن با توجه به محدودی یچگونگ

 یروپـ آنتیع دارایـتوز. دیـان گردیـب] ۱۳[و کـاپور ] ۱۲[ دیگـراناسـت، توسـط کاگـان و 
هـا  ن حالـتیـ از ایکـیشود؛  یان میها ب تی از محدودیی تابع نماصورت بهمم معمولاً یماکس
رات ییـ تغی  دامنـهی مراتب مختلف مـشخص باشـد، کـه بـه ازای است که گشتاورهایزمان
. دهـد یجـه مـیمم نتی ماکـسیع آنتروپـیـعنـوان توز  را بـهی مـشهوریها عی توزیر تصادفیمتغ

مم به ی ماکسی آنتروپی دهیع ایز توسیمم نیس ماکسیسال ی تی و آنتروپممی ماکسی رنیآنتروپ
 ]۱[(رو ی، باشـک)]۷[  و]۶[ (دیگران شانون است، که کستا و ی از آنتروپیتر کلاس بزرگ

لـــک و ی، و]۵[دیگـــران  وی، بـــراود]۹[، هـــارموس ]۱۹[و جانـــسون گنـــات یو ،)]۲[ و
رهـا ی تعب]۱۴[ و رمـرا یو ناگ] ۱۱[ک ی، جوسه و نا)]۴[  و]۳[(، برچر ]۲۰[ کیولودارز

مم در یس ماکـسیسال ی تیا آنتروپیمم و ی ماکسی رنی بر اساس آنتروپییها یساز و مشخصه
 .اند ه دادهیره ارایره و چندمتغیمتغ کی یها حالت

 یمم و آنتروپـی ماکـسی رنـی بـر اسـاس آنتروپـییهـا هـا و مشخـصه یژگین مقاله ویدر ا
 و یو براود) ]۴[  و]۳[( برچر ی خاص در راستایها تیدودمم تحت محیس ماکسیسال یت

 .ان خواهد شدی ب]۵[ دیگران

 سالیس  آنتروپی رنی و تی-۲
nP احتمــالی، بــا تــابع چگــالX یر تــصادفیــ متغیبــرا ( p , , p ) 1 اطــلاع شــانون
)صورت  به ) log

n

i i
i

H X p p


 
1

  کـه در آنشـود یف مـیـ تعر
n

i
i

p



1

بـا .  اسـت1
ز یـوسـته نی پهـای لـت حایان کـرد بـرایـ ب۱۹۴۸ف، کـه شـانون در سـال یـن تعریتوجه به ا

( ) ( ) log ( )
D

H X f x f x dx شود یف می تعر. 
 ی رنـی بـا آنتروپـیگـر اطـلاع توسـط رنـی دیهـا ف بـه انـدازهین تعـاریع ایاز جمله توس

ــه ــه α ی مرتب ــورت ب ) ص ) log ( )H f x f x dx
 




 
1 1

ــرا1  ی ب  1 ،   
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ـــتعر ـــی ـــه  یف م limشـــود ک { ( )} ( )H f x H X
1

1
ـــ ـــان آنتروپ .  شـــانون اســـتی هم

( )H f x
 ی اســت کــه بــرا ازیوســته مثبــت کاهــشیک تــابع پیــ1  میــ دار :

H H 1  .کنواخت باشدی X یر تصادفیع متغی برقرار است که توزی وقتیو تساو1
ــــــــدر ا ــــــــی ــــــــتا تعم ــــــــک نین راس ــــــــلاع کولب ــــــــم اط ــــــــهز ی  صــــــــورت ب

( )( || ) log
( )

f x
D f g dx

g x



 




 
    

 1
1

 یرنــ- اطــلاع ی  تحــت عنــوان انــدازه1
limباشد که  یم ( || )D f g1

بعـد از . دهـد یجه می را نتg وfنی همان اطلاع کولبک ب
 ۱۹۶۷ دیگـران در سـال شـانون توسـط هـاوردا و یع آنتروپـی توسـی بـرای سـاختاریمعرف
ـــــ ـــــال یت ـــــایس ـــــ۱۹۸۸ل س در س ـــــوم آنتروپ ـــــی مفه ـــــال ی ت ـــــهس را یس  صـــــورت ب

 { ( )} ( )H f x f x dx
 


 

 
2 1 ــــ ب11 ــــه در ای ــــود ک ــــان نم ــــت نی ــــن حال ز ی

lim { ( )}H f x

2
1

 د کـهیـتـوان د ی مـیسـادگ دهـد بـه یجـه مـی شـانون را نتی همان آنتروپـ
{ ( )} log[ ( - ) { ( )}]H f x H f x 


 


1 21 1  را ین دو آنتروپـــیـــن ای ارتبـــاط بـــ11

 .دهد ینشان م
ــره نی چنــدمتغالــتحدر  ــی ــه ی رنــیز آنتروپ ــا توجــه ب ) ب )f x dx ی  از رابطــه 

{ ( )}H f x
رسـون ی ی نرمـال، پـی رهیچنـدمتغ: یهـا عی توزی از جمله برا.دیآ ی به دست م1
 نـوع چهـار، یک، بـر، پـاراتویسـتوژرسـون نـوع دو، متقـارن از نـوع کـاتز، لی ینوع پنج، پ

 یتـوان آنتروپـ ی میا ره لگ نرمال، با انجام محاسبات نسبتاً سادهی و چندمتغیی نمال،یویل
 A و ی بعدn یک بردار تصادفی Xن هر گاه یهمچن. س را به دست آوردیسال ی و تیرن
nس یک ماتری nیل تصادفی تبدی رنی باشد آنتروپ Y AXشـانون ی مشابه آنتروپ 

} ی از رابطه ( )} log det { ( )}H g y A H f x  1 ن حالت ید که در ایآ یبه دست م 1
 .دهد ی نمی رنی در آنتروپیرییل متعامد تغیز تبدین

ع یـک توزیـ مراتب مختلـف یها ر گشتاوری از مواقع با توجه به دانستن مقادیاریدر بس
 یگـری دی کـه کاربردهـاهـستیممم است ی ماکسی آنتروپی که دارایعیافتن توزیمند به  علاقه

 انـد ان کـردهیـر را بیـ زی هی قـض۱۹۷۳  در سـالشن ارتباط کاگان وهمکارانی در ا.ز داردین
]۱۲[. 
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) متغیــر تــصادفی باشــد کــه Xهــر گــاه    ۱ی  هیقـض )  ,  f x x D   و همچنــین 
ـــــــع  )تواب ) ih x ،, , ,i k 1 ـــــــه 2 ـــــــند ک ـــــــوری باش } ط ( )}  i iE h X   ،

, , ,  i k 1 ) و 2 )
D

f x dx  ــاه توزیــع دi و 1 ــت باشــند، آنگ ــا نیــز ثاب ارای ه
) نمایی صورت بهآنتروپی ماکسیمم  ) ( )( ) k kc c h x c h xf x e     1 , است که 1 , ,kc c c 1 

 . آیند کمک شرایط ذکر شده به دست می به

) کـه ی نـامنفی وسـتهی پیر تـصادفیـ متغیعنوان مثـال بـرا به )E X aع یـ باشـد توز
ـــا ـــی، دارایینم ـــسی آنتروپ ـــت ی ماک ـــرامم اس ـــای متغیو ب ـــصادفیره ـــه ی پی ت ـــته ک وس

( )  E X b2 ،( )E X a ــباشــد توز )ع نرمــال و در حالــت گســسته ی )X Z ــا  ب
 .مم خواهد بودی ماکسی آنتروپیع نرمال گسسته دارای توزبالاط یشرا

ن یوسـاع گیـک معلـوم باشـند توزیـن و هارموی، هندسـین حـسابیانگی که می حالتیبرا
 یرسون نوع پنج دارای یع پیک معلوم باشند توزی و هارمونین هندسیانگیوارون و هرگاه م

توانـد گسـسته،  ی میر تصادفی ذکر شده متغیها ی آنتروپیبرا.  خواهد بودیمم آنتروپیماکس
ر یپـذ  امکـانهـا حالـت ی   همـهیف شـود کـه بـرایـ تعریقی اعداد حقیا روی یوسته، نامنفیپ

 ی هیـ بقی بـرایم ولـیشو یوسته متمرکز می پی نامنفی تصادفیرهای متغینجا رویاست، در ا
 و ی رنـی آنتروپـیدگاه را بـرایـن دیـحـال ا. تـوان عمـل کـرد یطور مشابه مـ هز بی نها حالت

 .میده یه میس ارایسال یت

  آنتروپی رنی ماکسیمم-۳
ــــ ــــیآنتروپ ــــسی رن }مم ی ماک ( )} log ( )

-
H f x f x dx

 


 
1 1

ط ی تحــــت شــــرا1
( ) ( )   i ig x f x dx 


 ،, , ,i k 1 ) و 2 )f x dx


 1


ب یکمـــک ضـــرا  بـــه

 :دیآ یر بدست میصورت ز ن لاگرانژ بهینامع
 

 
log ( ) ( )

( ) ( )
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j j j
j
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g x f x dx

 




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   
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 
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1

1

1
1

1

1

1

1 1

1
1

1








{ ( )} .

k

j j j
j

g x
  







 
  

 


1
11

1

11

 

)هــر گــاه  , , , ) { ( )}k

k j j ij
B g x dx

    






     


1
1

1 1
11


 

 :آنگاه

( ) { ( )} .
( , , , )

k

j j j
jk

f x g x
B

  
   





 
   

 


1
1

11

1 11

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) ی رنیآنتروپ )H f x
 .کند یمم می را ماکس1

) انتگرالی محاسبه , , , )kB   1 یها کمک روش ست و بهیر نیذپ  امکانیسادگ  به 
 .باشد ی قابل محاسبه می با توجه به امکانات امروزیعدد

 سالیس ماکسیمم   آنتروپی تی-۴
 ممیس ماکسیسال ی تیآنتروپ

 { ( )} ( )H f x f x dx
 


 

 2 1 11 
 

)ط یتحت شرا ) ( )i ig x f x dx 


 ،, , ,i k 1 ) و 2 )f x dx


 1


کمـک   به
 :دیآ یدست مه ر بیصورت ز ن لاگرانژ بهیمع ب نایضرا

 
 

( ) ( )

( ) ( )
k

j j j
j

f x dx f x dx
f

g x f x dx

 


 

 





    


  


 

 
1

1 11  




( ) ( )
( )

k

j j
j

f x
g x

  






   
 

1

11  

( ) ( )
k

j j
j

f x g x
  







  
    

   


1
1

1

1 

,بــرای  j وب یکــه ضــر , ,j k 1 2  ذکــر شــده محاســبه یهــا تیکمــک محــدود بــه 
 .شوند یم

  نکاتی در مورد آنتروپی رنی ماکسیمم -۵
شـود  ی منجر مـیج بهتریمم که به نتای ماکسی رنی از آنتروپی خاصیها ن بخش حالتیدر ا

ان شــود مــسئله از یــت بیش از دو محــدودی کــه بــی در حــالت.میدهــ یرا مــورد توجــه قــرار مــ
 .اهد بود برخوردار خوی خاصیدگیچیپ
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  هر گاه( ) ik
ig x x ،, , ,i k 1 2 ،مم ی را ماکـسی رنـی کـه آنتروپـی تـابع چگـال

ik که یباشد و در ضمن حالت ی م]۵[شده در  یکند همان تابع معرف یم iز یـ باشد، ن
 یاسـت و بـرا k تـا ۱ مرتبـه یهـا قابل توجه است که در اصل وجـود همـان گـشتاور

k   .می دار نیازدهیچی پیها  انتگرالی  به محاسبه قطعا2ً
  هکـقابل توجـه اسـت( )g x x1و ( )g x x 2

 ی اسـت کـه بـرای، از جملـه مـوارد2
 بـه یکمـک تـابع فـوق هندسـ  بـهی رنـیمم آنتروپـیسکع مایت، توزیک محدودیش از یب

  :یعنید ، یآ یدست م

( ) ( ) ( )
( , , )

f x x x
B

    
    

        

1
1

2
1 1 2 2

1 2

1 1 11 

) یتوان تابع چگال یپس م )f xگرفت  ر در نظریصورت ز  را به 

 ( )f x ax bx c   
1

2 1 

b اگر و
y x

a
  )گرفته شود آنگاه    در نظر2 )

( )
f x

y c


2
 . است1

 یبا استفاده از تساو

( ) ( )

L
L k

k

L L
x L a k k

dx
a bx ka b







                 
1

2
 

kو با قرار دادن  2 ،'a c ،b  1 ،L   و 1




1

 :می دار1

( , , )

-

c
B

   






             
  
 

1 1
2 1

1 2

1 1 1
2 1 2

12
1

 

)م که یری گیجه مینت )f xبُری  از خانوادهیعی توز  XIIباشد ی م . 
 می دار،میت داشته باشیک تابع محدودی که یدر حالت: 
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 ( , ) ( ) ,B g x dx
   


      
1

1
1

11 

 :جهیو در نت

( ) ( )
( , )

f x g x
B

  
   

     
 

1
1

1 1
1 1 11 

 : استبررسیر قابل ی زهای لت حا،که در آن

)اگر  ) 1 )g x x ،باشد ( ) ( )f x x
  



       
  

1
 صـورت  کـه بـه111

افته با پارامتر شکل ی می تعمیع پاراتویتوز



1  .باشد ی ماس ی و پارامتر مق1

ـــر ) 2 گ )ا )g x x )  باشـــد،2 )f x x
  

 
     

 

1
121 ـــه 11  ک

ط ذکـر یمم با توجه به شرای ماکسی رنی آنتروپیودنت دارایاست tع ی توزتصور به
 .شده، خواهد بود

مم ی ماکـسی رنی آنتروپی که دارایم تابع چگالیت نداشته باشی که محدودیدر حالت ) 3
 .کنواخت خواهد بودیصورت   شانون بهیاست، مانند آنتروپ

 یعنیره یدر حالت چندمتغ ( , , , )nX x x x 1 2  مم ی ماکسی رنی آنتروپیع دارایتوز
]ره که در شرط ی چندمتغیها عی توزیبرا ]E XX K  کنـد کـه در آن صدق مـی K 
nس یک ماتری n  وX اگـر (ت  اسـیک بردار تصادفیn

n
 


عبـارت  )12

 است از
 ( ) ,  f x x W x   

1
1 11 

 که در آن
W n K


    
 

2 2 
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ــر  و اگ  ــ و 1 ا ی   ،ــد ) باش ) (  )f x x x  
  

1
1 ــ توز11 ــا عی  ی دارایه

) و  یر آن نمادهامم هستند که دی ماکسی رنیآنتروپ )x  ف یـ تعرصورت زیر به را
 :میکن می

n K



     

2
)      و      1 ) max( , )x x   

 0 یمم وقتی ماکسی رنیآنتروپi iE X
   ،, ,i k 1 و n

n



 


1 

 صورت بهباشد، 

( ) .
n

i i
i

f x x





   
 


1

1

1
1 

هر گاه . است   ا ی    صورت بهع ین توزی باشد ا1

( )  ,  
n

i i
i

f x x
 


 

 
   
 


1
1

1
1  

 که یوقت. باشد یم  n که ی حالت و خصوصا1ً   از یا  سـادهشـکل بـه توزیـع بـالا 1
 . شود یها منجر م عیتوز

 یساز نهی بهی  حل مسئله]۴[و ] ۳[ یدر راستا 

max ( ) log ( )

s.t
( )( || ) ( ) log
( )

f f x f x dx

f x
D f g f x dx

g x







 



  










 

ــه  منجــر ب
( )log
( )( ) Ae

f x

g xf x


ــ ــردد ی م ــه . گ ــا توجــه ب ب
( )log
( )

f x

g xA e



 

  
  


1


 و 

)ت یمحدود || )D f g شتم دای، خواه : 
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 
 

( )
( ) ,

( )

g x
f x

g x dx
















1

1


 

 م کهیدان یم

 
 ( ) ( )

( )
H g x

g x dx e



 
 


 

1
1

1
1


 

م یحـال اگـر بخـواه.  اسـتی رنـیجه مخـرج متناسـب بـا آنتروپـیدر نت ( )H g x
1

 را 1
) که یم در صورتیمم کنیماکس )xf x dx m


 داریم: 

( ) ( ) ,g x x m






     

111 1 

 ت،یکه در نها

( ) ( ) .f x x m






     

11 1 

)دست آمده در حالت ه همان فرم ب )g x x) باشد یم) افتهی می تعمیع پاراتویتوز. 
 تـوان اعمـال کـرد کـه روش  یز میمم نیس ماکسیسال ی تی آنتروپیشده را برا  نکات ذکر

 . باشد یکار مشابه م

 گیری نتیجه -۶
 ی رنـی آنتروپـ، شـده  دادهیهـا تی با توجه به محـدود،ممیاکس می مباحث آنتروپیدر راستا
هم به ه ی که هر دو شب،توان به دست آورد یمم را میس ماکسیسال ی تیا آنتروپیمم و یماکس
 حاصـل را یها  انتگرالی عددیها د با روشیه باکار خاص ی بسیها  به جز حالت،هستند

 .محاسبه نمود
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