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  59-  39 ، صص1397 بهار و تابستان، 1  ي ، شماره29سال   

  دار مکاتبات ی عهده * نویسنده
  .۱۳۹۸٫۳٫۲۸ ، پذیرش:۱۳۹۷٫۴٫۱۳ دریافت:

 

ــاخص منحنی ــا ش ــاط آن ب ــارامتری و ارتب ــورنتس پ ــای ل های  ه
 قابلیت اعتماد

 دهلپور گی بهرام صادقو  غلامرضا محتشمی برزادران، زهرا بهدانی
  دانشگاه فردوسی مشهد 

مورد بررسی قرار  درامدتوزیع  ی توان بدون توجه دقیق به مسئله مشکل فقر را نمی چکیده:
و نــابرابری در توزیــع  ،درامــدبندی توزیــع  ترین طبقه در رده ینداد. در واقع مفهوم فقر به پای

 طور بــههایی کــه درامــدشــود. بــر اســاس توزیــع  بــه تمــام طبقــات جامعــه مربــوط می درامــد
 ی گیرد، به منظور سنجش میزان نابرابری اقتصادی، (توزیع ناعادلانه غیرعادلانه صورت می

زار مهم بــرای ســنجش میــزان نــابرابری ابیک  بداع شده است.اهای زیادی  ) شاخصدرامد
فــرم  کمنحنــی لــورنتس، اســتفاده از یــ بــراوردمنحنی لورنتس است. یــک روش  اقتصادی

هــای  منحنیهــا اســت. در ایــن مقالــه برخــی از  هــای لــورنتس روی داده پــارامتری از منحنی
و  درامــدهــای  شــده را بــه داده های معرفی لورنتس پارامتری را معرفی کرده و در نهایت مدل

و کشور برازش داده و بهتــرین مــدل را انتخــاب  جنوبی خراساناستان  ۱۳۹۵سال  ی هزینه
  کنیم. شده را محاسبه می های معرفی در نهایت تابع چندک متناظر با مدل کنیم. می

ــان  ــلکواژگ ــورنتس :یدی ــی ل ــر شــکل؛ منحن ــورنتس تغیی ــی ل ــه منحن ــدک؛ یافت ــابع چن ؛ ت
  .های نابرابری شاخص

  مقدمه -۱
اســت، زیــرا  درامــدتــرین وظــایف اقتصــادی دولــت کنتــرل وضــعیت نــابرابری  یکــی از مهم

های درامــدچگونگی تغییرات  ،کند دولت به منظور کاهش نابرابری توزیع حکم می ی وظیفه
گیری  افــراد جامعــه را بــا اســتفاده از ابزارهــای موجــود تحلیــل کنــد. لــذا ســنجش و انــدازه
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ــابرابری  ــز کــاهش شــ درامــدن ــابرابری و نی ،  مردان همــواره مــورد توجــه دولــت درامــددت ن
گذاری مناسب در این راستا مســتلزم  مداران و اقتصاددانان بوده است. اما سیاست سیاست

گاهی دقیق و درست از شدت نابرابری  گیری آن بــا ابزارهــای  ی در جامعــه و انــدازهدرامــدآ
 . استمناسب و معتبر 
گیرد، به منظــور ســنجش میــزان  غیرعادلانه صورت می طور بههایی که درامدبر اساس توزیع 

های زیــادی ابــداع شــده اســت. منحنــی  ) شاخصدرامدنابرابری اقتصادی (توزیع ناعادلانه 
 ، کــه بــرای اولــین بــاراســت لورنتس، ابزاری مهم برای ســنجش میــزان نــابرابری اقتصــادی

وشــنی از نــابرابری را نشــان کرد کــه تفســیر ر  دکترای خود معرفی ی در رساله ]۱۱[لورنتس 
ها را کــه درامــددهد. برای دستیابی به منحنی لورنتس، روی محور افقی درصــد تجمعــی  می

دهــد و روی محــور  ها را تشــکیل می شود و سهم آن ی توزیع میدرامدهای مختلف  بین گروه
صــورت  طور عادلانــه ها بهدرامددهیم. اگر توزیع  عمودی درصدهای متناظر افراد را قرار می

آیــد. در صــورتی کــه  دســت می گیرد، خط مستقیمی (در واقــع قطــر اصــلی مربــع حاصــل) به
شود. خط مســتقیم مــذکور  ها ناعادلانه و نابرابر باشد منحنی محدبی حاصل میدرامدتوزیع 

و حاصــل از حالــت اول، بــه خــط توزیــع کــاملاً عادلانــه معــروف اســت، و منحنــی محــدب 
  شود. میحاصل، منحنی لورنتس نامیده 

ــامنفی  .۱ تعریــف ــرای متغیــر تصــادفی پیوســته و ن ܺ ب ــا تــابع توزیــع    ــانگین ሻݔሺܨ ب   ، می
ߤ  ൌ ሻݑ۱ሺିܨ تـــابع چنـــدک  و  ሺܺሻܧ ൌ :ݔሼ݌ݑݏ ሻݔሺܨ ൑ بـــا منحنـــی لـــورنتس   ሽݑ

  شود: تعریف میی زیر  رابطه
                      )۱( ሻݑሺܮ	 ൌ

۱
ாሺ௑ሻ

׬ ௨ݐሻ݀ݐ۱ሺିܨ
۰ , ݑ ൌ ቂ۰, ۱ቃ 

مشخص است که تابع لورنتس تابعی صعودی، محدب، پیوســته بــا  ) ۱ی ( با توجه به رابطه
ܮ ቀ۰ቁ ൌ ܮ و ۰ ቀ۱ቁ ൌ ها یک تابع لــورنتس از  . بر عکس هر تابع با این ویژگیاست ۱

ای های مختلفی بر اساس منحنی لورنتس، بــر . شاخص]۱۹[ یک توزیع آماری معین است
 هــا آن تــرین شــوند. ضــریب جینــی مهم در جامعــه، تعریــف می درامدسنجش میزان نابرابری 

منحنــی لــورنتس و خــط قطــر تعریــف  بین ی است. ضریب جینی به صورت دو برابر ناحیه
شود که همواره نامنفی و مقــداری بــین صــفر و یــک اســت. در حالــت برابــری اقتصــادی  می

ሻݑሺܮ یعنی زمانی که  ൌ ضــریب جینــی برابــر صــفر و در حالــت نــابرابری کامــل است،   ݑ
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ای است که کل ثــروت  مقدار این ضریب یک خواهد بود. در این حالت توزیع ثروت به گونه
  ی ندارند. درامدتنها در دست یک نفر است و مابقی هیچ 

  باشد، ضریب جینی آن برابر است با:  ሻݑሺܮ  دارای تابع لورنتس ܺ  اگر متغیر تصادفی
ܩ ൌ ׬۲ ሾݑ െ ݑሻሿ݀ݑሺܮ ൌ ۱െ۱

۰ ׬۲	 ݑሻ݀ݑሺܮ
۱
۰               )۲( 

ب لــورنتس یــترت ینــامنف یتصــادف یرهــایمتغ یریرپــذییتغ ی ســهیمقا یابزار ســاده بــرا کی
شــود و  یف میــهای لورنتس تحت عنوان ترتیب جزئی لــورنتس تعر ه بر اساس تابعکاست. 

  ها کاربردهای مفیدی دارد. در بسیاری از زمینه
,۱ܺبرای متغیرهای تصادفی نامنفی . ۲ تعریف  با میــانگین متنــاهی و توابــع لــورنتس ۲ܺ
,۱ܮ ۱ܺترتیب لورنتس را به  ۲ܮ ൒௅   کنیم:  نشان داده و به صورت زیر تعریف می ۲ܺ

ܺ۱ ൒௅ ܺ۲ ⟺ ሻݑ۱ሺܮ ൑ ,ሻݑ۲ሺܮ ݑ∀ ∈ ቂ۰, ۱ቃ                )۳(  
 ۲ܺ منحنی لــورنتس شود. در این حالت در حالت لورنتس خوانده می ۲ܺتر از  بزرگ ۱ܺکه 

 ۱ܺنســبت بــه  یتــر مکــ ینــاهموار ۲ܺا یــقــرار دارد و  ۱ܺ همواره بالاتر از منحنــی لــورنتس
  دهد. با توجه به تعریف واضح است: یش مینما

 X۱ ൑୐ X۲ ⇒  X۱ ൑ୋ X۲ 
 X۱ ൑ୋ X۲ شود. ترتیب جینی است که مشابه ترتیب لورنتس تعریف می 

ه در آن منحنی لورنتس کبی است   تجر براوردمنحنی لورنتس، روش  براوردترین روش    ساده
آیــد. بــه  ها بــه هــم منحنــی لــورنتس پدیــد می شده و از اتصال آن براوردنقطه به نقطه  طور به

منحنــی  بــراوردین اقتصــادی از همــین روش بــرای دلیل سادگی این روش بسیاری از محقق
روش ناپــارامتری اســت) دو روش  که یــکــنند. اما به جز این روش (ک می لورنتس استفاده 

صــورت  کروش اول فــرض یــ (منحنی یا تابع لورنتس) وجــود دارد. براورددیگر نیز برای 
گــاه  جربــی و آنت درامــدهــای آمــاری فرضــی بــرای تقریــب توزیــع  تابع توزیع تابعی خاص از

صــورت پــارامتری از  کیافتن منحنی لورنتس متناظر با آن است. روش دوم اســتفاده از یــ
، بــا توجــه بــه اهمیــت منحنــی  های اخیــر هــا اســت. در دهــه هــای لــورنتس روی داده منحنی

های  ، شــمار زیــادی از مــدلدرامــدهای  های اقتصادی و آماری ناهمواری لورنتس در تحلیل
اســت.  نهــاد شده بندی منحنی لورنتس پیش گران مختلف برای مدل پژوهش پارامتری توسط

انــد. ســارابیا و  هــای لــورنتس را معرفــی کرده ای از منحنی خــانواده برخی محققین مســتقیماً
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یافتــه  ی تعمــیمکلامبــدای تــو  ه رویکــهــای لــورنتس را  سلسله از منحنی کی ]۱۶[ همکاران
)Generalized Tukey lambdaی ) پایه زی شده بود بدســت آورد. در ایــن روش زمــانی ر
شــوند و دقیقــاً  های لورنتس سلسله مراتبی ساخته می ه شرایط خاصی برقرار باشد منحنیک

هنــد. اســتفاده از توابــع فرضــی بــرای یــافتن   د هــای تجربــی نتیجــه مــی به همان خوبی آزمون
ل کشــ کشــود یــا یــهای پیچیده  ن است باعث به وجود آمدن عبارتک، مم منحنی لورنتس

، یــک خــانواده از  ]۱۶[همکــاران ه قابــل حــل باشــد را بدســت ندهــد. ســارابیا و کــبســته 
هــای  باشــد (منحنی هــای لــورنتس می یبــی از دیگــر منحنیکهــای لــورنتس را کــه تر منحنی

 و ]۹[های پیشگامانی چــون کــاکوانی و پــودر  لورنتس سلسله مراتبی) معرفی کردند. تلاش
های مستقیم از تابع لورنتس باعث انقلاب عظیمــی در  با معرفی مدل ]۸[و کاکوانی  ]۱۰[

عنــوان  یک ساختار وزنــی از منحنــی لــورنتس را بــه ]۲۰[ این زمینه شد. وانگ و همکاران
یک روش پارامتری معرفی کردند و شرایطی که ساختار معرفی شــده یــک منحنــی لــورنتس 

یافته و یا تــابعی از  یک حالت تغییر شکل ]۱۷[باشد را بررسی نمودند. سوردو و همکاران 
  یک شکل پارامتری معرفی کردند. عنوان بهمنحنی لورنتس را 

های لــورنتس پــارامتری معــروف را معرفــی  ، برخی از منحنی۲در این مقاله ابتدا در بخش 
های قابلیــت  ، برخــی شــاخص۳کنیم. در بخــش  هــای آن را ذکــر مــی کــرده بعضــی از ویژگی

آوریم. یکی از اهداف مهــم ایــن بخــش بررســی  دست می ها به ساس این منحنیاعتماد را برا
هــا،  های تصادفی و مفاهیم سالخوردگی بــرای متغیرهــای تصــادفی نظیــر ایــن منحنی ترتیب
کشــور و اســتان  ی و هزینــه درامــد، منحنی لورنتس تجربــی بــرای ۴ . سپس در بخشاست

شــوند و پــس از  رســم می ۱۳۹۵ بــه تفکیــک شــهری و روســتایی در ســال جنوبی خراســان
یــک شــاخص عــددی  عنوان بــهضــریب جینــی  ی ها به محاســبه نمودار لورنتس آن ی مقایسه

منظــور یــافتن مــدل ریاضــی  پــردازیم. در ادامــه بــه های اقتصادی می نابرابری ی برای مقایسه
تــابع لــورنتس، چنــد منحنــی پــارامتری بــه لــورنتس تجربــی بــرازش داده و بهتــرین مــدل را 

هــا و برخــی از  کنیم. در نهایت بــا اســتفاده از مــدل انتخــابی توزیــع مناســب داده نتخاب میا
  آوریم. ی آن را بدست میها  مشخصه
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  یافته  های لورنتس پارامتری و تغییر شکل منحنی -۲
) عبــور ۱,۱) و (۰,۰کــه از نقــاط ( یاضــیلورنتس، هر تابع ر یمنحن یها یژگیبا توجه به و

کنــد.  نواخت صعودی و محــدب باشــد یــک منحنــی لــورنتس را مشــخص میطور یک کرده به
هــای  چنین یک مدل هــذلولی نیــز روش استفاده از قوس دایره یا یک قسمت از بیضی و هم

تــر  نهادی و کــاربردی بــرای منحنــی لــورنتس هســتند. اگــر چــه نتــایج بــرازش در بــیش پیش
هایی دارد که  ها ایرادها و نقص این مدل ی همهپارامترهای اوقات عالی و خوب است ولی 

تعیــین ضــریب جینــی را در اکثــر و  دبــراورهای خاصــی صــدق کننــد کــه  باید در محــدودیت
  سازد.  اوقات مشکل می

 و ]۹[نامحدونــد. کــاکوانی و پــودر  ین منحنــیا یشده برا در نظر گرفته یپارامتر یها لکش
  ر است:یبه صورت ز ]۹[ شده در ل ارائهکنهاد دادند. ش ل را پیشکدو ش] ۱۰[

ሻݑሺܮ ൌ ۰									ቀ۱ି௨ቁ,	ఋ݁ఎݑ ൏ ݑ ൏ ۱                          )۴(  
نهــاد شــد بــه شــکل زیــر  پیش ]۱۴[ گــر کــه توســط راشیلورنتس د یپارامتر ی یک خانواده

  است:

ሻݑሺܮ ൌ ቂ۱െ ሺ۱െ ሻఈቃݑ
۱
ഁ ,													۰ ൏ ݑ ൏ ۱ 

۰که  ൏ α, ߚ ൑ (بــا قــرار  یم از منحنی لورنتس توزیع پــارتواست. این یک تعمیم مستق ۱
β دادن ൌ αو  ۱ ൏ α است و برای )۱ ൌ β  .منحنی لورنتس حاصل نیمه متقارن اســت
  ر است:یصورت ز ) به۴( یبرا ینیب جیضر

ܩ ൌ ۱െ ۲
ߙ
ܤ ൭

۱
ߙ
,
۱
ߚ
൅ ۱൱ 

ܤه ک ൬
۱
ఈ
,
۱
ఉ
൅ ۱൰ ۱ ابع بتا با پارامترهایت

ఈ
൬۱൅ و  ۱

ఉ
൰ .است  

 ی دنبالـــه ۰ܮ هـــای لـــورنتس سلســـله مراتبـــی، از هـــر منحنـــی لـــورنتس حنیدر دیـــدگاه من
  خواهد بود. ۰ܮ ی از مدل اولیه یمیهای بعدی، تعم منحنی
 ۱ܮሺݑ; ሻߙ ൌ ,ሻݑ۰ሺܮఈݑ ۰ ൏ ݑ ൏ αکـــــه  ۱ ൒ ـــــا  ۱ ۰و ی ൑ α ൏ و  ۱

۰ܮ
" ሺݑሻ ൒ ۰ 
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   ۲ܮሺݑ; ሻߛ ൌ ቄ۰ܮሺݑሻቅ
ఊ
, ۰ ൏ ݑ ൏ ߛکه  ۱ ൒  و  ۱

 ۳ܮሺݑ; ,ߙ ሻߛ ൌ ఈݑ ቄ۰ܮሺݑሻቅ
ఊ
, ۰ ൏ ݑ ൏ ,αو  ۱ ߛ ൒ ۱. 

ــورنتس اســت آســان ترتیب ی یــک مزیــت ایــن دیــدگاه محاســبه در حقیقــت بــرای  .هــای ل
  های سلسه مراتبی معرفی شده: منحنی
 ۱ܮ ቀݑ; ۱ቁߙ ൒௅ ۱ܮ ቀݑ; ۱ߙاگر و فقط اگر  ۲ቁߙ ൒ ۲ߙ ൐ ۰، 
 ۲ܮ ቀݑ; ۱ቁߛ ൒௅ ۲ܮ ቀݑ; ۱ߛاگر و فقط اگر  ۲ቁߛ ൒ ۲ߛ ൐   ، و ۰

 دهد. را نتیجه می ۳ܮ های قبل یک ترکیب از حالت
  ، در یک حالت خاص (منحنی لورنتس توزیع پارتو)]۱۶[ برای مثال سارابیا و همکاران

ሻݑ۰ሺܮ  ൌ ۱െ ቀ۱െ ቁݑ
௞
, ݇ ൑ دســت  های لورنتس پارامتری را به ای از منحنی رده ۱

پارامترهــای   خلاصه شده است (مقــادیر پارامترهــا در جــدول مشــابه ۱جدول آوردند که در 
  منحنی لورنتس سلسله مراتبی است).

  ی توزیع پارتو. های لورنتس پارامتری خانواده منحنی -۱جدول 
  های لورنتس پارامتری خانواده توزیع پارتو منحنی

  منحنی لورنتس ضریب جینی
۱െ ݇

۱൅ ݇
ሻݑ۰ሺܮ  ൌ ۱െ ቀ۱െ ቁݑ

௞ 

۱െ ۲ ቂܤ ቀߙ ൅ ۱, ۱ቁ െ ܤ ቀߙ ൅ ۱, ݇ ൅ ۱ቁቃ ۱ܮሺݑሻ ൌ ఈݑ ൤۱െ ቀ۱െ ቁݑ
௞
൨ 

۱െ ۲
݇
ܤ ቀ݇ି۱, ߛ ൅ ۱ቁ ۲ܮሺݑሻ ൌ ൤۱െ ቀ۱െ ቁݑ

௞
൨
ఊ

 

۱െ ۲෍ Γሺ݅ െ ሻߛ

Γ ቀ݅ ൅ ۱ቁ Γሺെߛሻ
ஶ

௜ୀ۰

ൈ ܤ ቀߙ ൅ ۱, ݇݅ ൅ ۱ቁ 
ሻݑ۲ሺܮ ൌ ఈݑ ൤۱െ ቀ۱െ ቁݑ

௞
൨
ఊ

 

  رائه شده است.های پارامتری دیگری ا در ادامه مدل
 ۱ܮሺݑሻ ൌ

௘ೌೠష۱

௘ೌି۱ , ߙ ൐ ۰  
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 ۲ܮሺݑሻ ൌ ,௨ି۱ߙݑ ߙ ൐ ۰ 
 ۳ܮሺݑሻ ൌ

௨ቀఈି۱ቁ
ఈି௨

, ߙ ൐ ۱ 
 	۴ܮሺݑሻ ൌ ,ఈ݁ିఉቀ۱ି௨ቁݑ ߙ ൒ ۱, ߚ ൐ ۰ 
 ۵ܮሺݑሻ ൌ ఊݑ ቂ۱െ ቀ۱െ ቁݑ

ఈ
ቃ , ߛ ൒ ۰, ۰ ൏ α ൑ ۱ 

 ۶ܮሺݑሻ ൌ ቂ۱െ ቀ۱െ ቁݑ
ఈ
ቃ
ఉ
, ߚ ൒ ۱, ۰ ൏ α ൑ ۱ 

 ۷ܮሺݑሻ ൌ
௨ቂ۱ାቀఈି۱ቁ௨ቃ

۱ାቀఈି۱ቁ௨ାఉቀ۱ି௨ቁ ,ߙ					, ߚ ൐ ۰, ߙ െ ߚ ൏ ۱ 

 ۸ܮሺݑሻ ൌ γݑ ቂ۱െ ቀ۱െ ቁݑ
ఈ
ቃ
ఉ
, ߚ ൒ ۱, ۰ ൏ α ൑ ۱, ߛ ൒ ۰ 

 ۹ܮሺݑሻ ൌ ݑ െ ఉݑߙ ቀ۱െ ቁݑ
ఊ
, ߙ ൐ ۰, ۰ ൏ ߚ ൑ ۱, ۰ ൏ γ ൑ ۱ 

، ۱ܮ های یــک پــارامتری ســاده مــدل ،  ترتیــب به   ]۱۵[ و روحد   ]۷[، گوپتا  ]۴[چوتیکاپانیچ 
معرفــی شــده     ]۱۰[توســط کــاکوانی و پــودر   ۴ܮ نهاد دادند. صورت تابعی را پیش ۳ܮو  ۲ܮ

 ۶ܮ منطبق اســت. مــدل ]۱۲[شده توسط اورتگا و همکاران  بر مدل معرفی    ۵ܮ است. مدل 
منحنــی لــونتس  عنوان بــهرا  ۷ܮ هــذلولی تابع    ]۳[ آرنولد  معروف است.  ]۱۴[ به مدل راش 

کــه توســط ســارابیا و   اســت ۶ܮو  ۵ܮ های ای از شــکل یافتــه حالت تعمــیم ۸ܮ معرفی کرد و
  .معرفی شده است   ]۱۶[همکاران 

ــدل ــا جایگــذاری    ۶ܮ م ߚ ب ൌ ــد  ۸ܮ در ۱ ــرار دادن   ۶ܮل و م ــا ق γ ب ൌ حاصــل    ۸ܮر د ۰
های  در بســیاری از مــوارد مــدل  ارائه شده است.  ]۱۰[وانی توسط کاک   ۹ܮ خواهد شد. تابع

ها  ها نسبت بــه ســایر صــورت برای برازش یک منحنی لورنتس مناسب برای داده   ۹ܮو    ۸ܮ 
منحنــی   ]۱۸[ را ملاحظه فرمایید. سوردو و همکاران ]۵[دات   . برای مثالاستتر  مناسب

تغییر شکل یک منحنی لــورنتس بــا یــک تــابع تغییــر صورت  را به یافته شکل لورنتس تغییر
یافتــه، ابتــدا تــابع تغییــر  شــکل تعریــف کــرد. قبــل از معرفــی منحنــی لــورنتس تغییــر شــکل

 کنیم. یافته را تعریف می شکل



  پور گيلده زهرا بهداني، غلامرضا محتشمي برزادران و بهرام صادق  46

   .........................  59-  39، صص 1397بهار و تابستان ، 1 ي ، شماره29سال ، هاي آمار رسمي ايران ي بررسي مجله  .........................  

ــابع صــعودی . ۳ تعریــف :݄ ت ቂ۰, ۱ቃ → ቂ۰, ۱ቃ   کــه ݄ ቀ۰ቁ ൌ ݄ و         ۰ ቀ۱ቁ ൌ ــابع  را  ۱ ت
  .]۱۸[ تابع تبدیل احتمال نیز شهرت دارد چنین به  این تابع هم .یمیگو تغییر شکل یافته می

  شود: صورت زیر تعریف می یافته به با استفاده از این تابع، منحنی لورنتس تغیرشکل
ሻݑሺ∗ܮ  ൌ ݄൫ܮሺݑሻ൯ 

یافتــه) و منحنــی  در این حالت منحنی لورنتس از ترکیب یک تابع خاص (تابع تغییر شــکل
های منحنی لورنتس را داشــته  که تابع مفروض ویژگی شود مشروط بر این لورنتس نتیجه می

  خـــود تـــابعی از منحنـــی لـــورنتس باشـــد. بـــرای مثـــال  توانـــد می    ሺ∙ሻ݄ تـــابع باشـــد. 
 ݄ሺݑሻ ൌ ሻݑሻఈ       ، ݄ሺݑሺܮ ൌ  تــابع عنوان بهتوان  تابع توزیع محدب را می  یا و   ሻݑ۱ሺିܮ

݄ሺ∙ሻ هــای لــورنتس  تعــداد زیــادی از منحنی . ایــن صــورت بســیار کلــی اســت و  به کار بــرد
    توان با این شکل بیان کرد. پارامتری را می

، صــعودی و پیوســته اســت کــه  طور کــه بیــان شــد، منحنــی لــورنتس تــابعی محــدب همــان
ሺ۰ሻܮ    ൌ ሺ۱ሻܮ   و     ۰ ൌ ای کــه  و ســپس قضــیه ]۱۳[ ای از پیکــز . در ادامــه ابتــدا قضــیه   ۱

،  یافتــه  رای بیان شرایطی که منحنــی لــورنتس تغییــر شــکلب ]۱۷[توسط سوردو و همکاران 
  کنیم. منحنی لورنتس باشد را بیان می

ی  پیوســته بــا مشــتق مرتبــه  تــابعی ]۱,۰[   تعریــف شــده روی   ሻݑሺܮ فرض کنید    .۱ی  قضیه
 منحنی لورنتس است اگر و تنها اگر  ሻݑሺܮصورت  باشد در این    ሻݑሺ′′ܮ   دوم 

ሺ۰ሻܮ    ൌ ۰, ሺ۱ሻܮ 	 ൌ ۱, ሺ۰ାሻ′ܮ 	 ൒  ۰, ሻݑሺ′′ܮ  ൒  ۰, ݑ ∀ ∈ ሺ۰, ۱ሻ,  	  	
  صفر است. ی مشتق راست تابع لورنتس در نقطه ሺ۰ାሻ′ܮ	   که 

݄    یک منحنی لورنتس باشــد و     ሻݑሺܮ  فرض کنید   . ۲ی  قضیه ሺݑሻ    یافتــه  تــابع تغییــر شــکل
݄   است که مشتق دوم آن وجود دارد و  ′′ሺݑሻ ൒ . ازای هربه     ۰	 ݑ ∈ ሺ۰, ۱ሻ    تابع   گاه آن     

ሻݑሺ∗ܮ ൌ ݄ሺܮሺݑሻሻ, ۰ ൑ ൑ ݑ 	۱,	
 یک منحنی لورنتس است.

بنــدی  تواند یــک روش کلــی بــرای مدل های لورنتس اولیه می ، انحراف منحنی   به این ترتیب
ሻݑ۰ሺܮ    های لورنتس باشــد. بــرای مثــال  ای از منحنی خانواده ൌ تس یــک منحنــی لــورن 	      ݑ

یافتــه ایــن اســت کــه بــا  مهم دیگر در تعریف منحنی لورنتس تغییر شکل ی اولیه است. نکته
݄   توجه به محدب بودن تابع  ݄   ، برای این تابع      ሺݐሻ ൑  بنا بر اینو     ݐ	
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ሻݑሺܮ  	  ൒ 	݄۱ሺܮሺݑሻሻ ൒	݄۲ሺ݄۱ሺܮሺݑሻሻ ൒	. . .   
݄   برای توابع  ۱, ݄۲, . . . ∈ غیــر نزولــی و نــامنفی   ی ترین رده از توابــع پیوســته بزرگ   C   (   	   ܥ	

هــای  کــه یــک خــانواده از منحنی در ایــن روش عــلاوه بــر این بنا بر ایــن .است)    ]۱,۰[       روی
  .پذیر است ها نیز به راحتی امکان شود ترتیب بین آن لورنتس پارامتری تولید می

، هــر تــابع  هــای منحنــی لــورنتس توجــه بــه ویژگیی دیگر در این باره این اســت کــه بــا  نکته
ــورنتس را می ــوان  ل ــهت ــابع عنوان ب ــورنتس      ݄   ت ــی ل ــت منحن ــن حال در نظــر گرفــت و در ای

ሻݑሺ∗ܮ   ൌ تواننــد  یافتــه می تابع تغییر شکل عنوان بهاست. از دیگر توابعی که   	 ሻሻݑሺܮ۱ሺܮ
، تــابع  هــای لــورنتس ضــرب منحنی نــد حاصلتــوان تــوابعی مان مورد استفاده قرار گیرنــد می

، تابع مولد احتمال و تابع توزیــع و ... را نــام  ، وارون منحنی لورنتس توانی منحنی لورنتس
  برد. 

  های قابلیت اعتماد یافته و شاخص های لورنتس تغییرشکل منحنی -۳
بــرای گــران مختلــف  های پــارامتری توســط پژوهش های اخیــر شــمار زیــادی از مــدل در دهه
اند. برخــی محققــین  نهــاد شــده های متفاوت پیش بندی منحنی لورنتس براساس دیدگاه مدل

تــرین  های لورنتس را معرفــی کردنــد. در بخــش قبــل معروف ای از منحنی مستقیماً خانواده
، معرفی شــدند.  اند های لورنتس تجربی موفق عمل کرده ها که در برازش به منحنی این مدل

های  یافتــه نیــز یــک صــورت کلــی اســت کــه مــدل شکلٰ ای لورنتس تغییره از طرفی منحنی
ســازد از جملــه نتــایج  شود و دستیابی بــه اهــداف زیــادی را ممکــن می بسیاری را شامل می

و ... در ایــن قســمت برخــی  براوردای و تغییر پارامترهای مدل برای کسب بهترین  مقایسه
هــای  آوریم. بررسی ترتیب دست می ها به های قابلیت اعتماد را براساس این منحنی شاخص

هــا از اهــداف مهــم  تصادفی و مفاهیم سالخوردگی برای متغیرهای تصادفی نظیر این منحنی
  .  است

݄ ذکر شد که برای هر تابع  ، منحنی لــورنتس جدیــدی     ۳شده در تعریف  شرایط معرفی  واجد     
ሻݑሺ∗ܮ  ൌ ሻݑ௑೓ሺܮ ൌ ݄ሺܮ௑ሺݑሻሻ ܮ (  س منحنی لــورنتس قــدیمیبراسا௑ሺݑሻ   تعریــف (

شود. با توجه به تعریف منحنی لورنتس واضح است که مشتق منحنی لــورنتس بــا تــابع  می
گیری از  تــوان بــا مشــتق چندک متناسب است و لذا تابع چندک یک متغیــر تصــادفی را می



  پور گيلده زهرا بهداني، غلامرضا محتشمي برزادران و بهرام صادق  48

   .........................  59-  39، صص 1397بهار و تابستان ، 1 ي ، شماره29سال ، هاي آمار رسمي ايران ي بررسي مجله  .........................  

  یافتــه داریــم: شــکل هــای لــورنتس تغییــر دســت آورد. حــال بــرای منحنی تابع لــورنتس آن به
  

	ܳ௛ሺݑሻ ൌ ௑೓ܮ௛ߤ
ᇱ ሺݑሻ				                               )۵(  

						ൌ ௑ܮ௛ߤ
ᇱ ሺݑሻ݄ᇱ൫ܮ௑ሺݑሻ൯					 

௛ߤ)، ۵( ی در معادله ൌ   است. ሺܺ௛ሻܧ
݄         اگر برای مثال   .۱ مثال ሺݔሻ ൌ ߛ برای     ఊݔ ൒   گاه  آن ،     ۱

ܳ௛ሺݑሻ ൌ
௛ߤߛ
ߤ

ܳሺݑሻሺܮ௑ሺݑሻሻ
ఊି۱ 

ሻݑሺܮ   صورتی که  در   ൌ ሻݑሺܳباشد،     ݑ ൌ ሻݑ௛ሺܳ	و  ߤ ൌ ሻݑ௛ሺߤߛ
ఊି۱ .است  

ሻݔሺ݄ اگر  و    ൌ ۱െ ሾ۱െ ۰   برای    ሿఋݔ ൏ ߜ  ൑  گاه ، آن    ۱	
ܳ௛ሺݑሻ ൌ

௛ߤߜ
ߤ

ܳሺݑሻሺ۱െ ሻሻݑ௑ሺܮ
ఋି۱ 

ሻݑሺܮ  درصورتی که   ൌ ሻݑ௛ሺܳباشد   ݑ ൌ ௛ሺ۱ߤߜ െ   است.  ሻఋି۱ݑ
ܺ   منحنی لورنتس متغیر تصادفی نامنفی    ሻݑሺܮ فرض کنید  .۳ی  قضیه  ݄   و     ሺݔሻ   یک تابع

ሻݑሺ∗ܮ    باشــد. اگــر  تغییــر شــکل ൌ ݄ሺܮሺݑሻሻ       و   ܺ    ሻݑሺ∗ܮمتغیــر تصــادفی متنــاظر بــا    ∗
ܺ  گاه متغیر تصادفی  ، آن باشد ݂  دارای تابع چگالی احتمال    ∗ ∗ሺݔሻ    است طوری که  

݂∗ሺܳ∗ሺݑሻሻ ൌ  ۱
ఓ∗ሾ௛ᇱᇱሺ௅ሺ௨ሻሻሾ௅ᇱሺ௨ሻሿ۲ା௅ᇱᇱሺ௨ሻ௛ᇱሺ௅ሺ௨ሻሻሿ

                       )۶(  
.ሺ݄اول و دوم توابع  ی با این شرط که مشتق مرتبه ሻ	و	ܮሺ. ሻ وجود باشند.م  

ݔ	فرض کنید  .برهان ൌ ܳሺݑሻ   در این صورت با توجه به تعریف تابع چنــدک و قضــایای
 توان نشان داد مربوط به مشتق تابع وارون می

݀ሺܳሺݑሻሻ
ݑ݀

ൌ  ۱
݂ሺܳሺݐሻሻ

,       
  یا به عبارتی   و 

݂ሺܳሺݑሻሻ ൌ  ۱
ఓ௅ᇱᇱሺ௨ሻ

       ,                               )۷(  
 یافته برابر است با ی اول منحنی لورنتس تغییر شکل از طرفی مشتق مرتبه 

ሻݑሺ′∗ܮ   ൌ ݄′ሺܮሺݑሻሻܮ′ሺݑሻ , 
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ሻݑሺ′′∗ܮ   ی دوم آن  و مشتق مرتبه ൌ ݄′′ሺܮሺݑሻሻሾܮ′ሺݑሻሿ۲ ൅ است    ሻሻݑሺܮሻ݄′ሺݑሺ′′ܮ
 شود. حکم نتیجه می )۴(که با جایگذاری در 

 صورت زیر بازنویسی کنیم.  به  توانیم ) را می۶( ی رابطه

݂∗ሺܳ∗ሺݑሻሻ ൌ
۱

ሻሻ۲ݑሺܳ	ߤሻሻሺݑሺܮሾ݄′′ሺ∗ߤ ൅  ௛ᇱሺ௅ሺ௨ሻሻ
ఓ	௙ሺொሺ௨ሻሻ

ሿ
  

هــای لــورنتس تغییــر  ثابــت کردنــد کــه منحنی ]۱۷[بعــدی ســوردو و همکــاران  ی در قضــیه
تــر  لــورنتس کــم کنند یعنی اگر متغیر تصادفی دارای ترتیــب ها را حفظ می یافته ترتیب شکل

تــر  حاصل از آن نیز دارای ترتیب لــورنتس کــم ی یافته صورت متغیر تغییر شکل باشد در این
  خواهد بود.

ــد  .]۱۷[ ۴ی  قضــیه ــرض کنی ܺ ف ܺ    و     ۱ ــا منحنی     ۲ ــای تصــادفی ب ــورنتس متغیره ــای ل  ه
ــــند. اگــــر  ሻݑ۲ሺܮ	    و     ሻݑ۱ሺܮ   ܺ       باش ۱

ܺ  و      ∗ ۲
ــــای تصــــادفی متنــــاظر ∗ ∗۱ܮ   متغیره ሺݑሻ ൌ

݄ሺ۱ܮሺݑሻሻ   ۲ܮ و
∗ ሺݑሻ ൌ ݄ሺ۲ܮሺݑሻሻ )݄ ∈   صورت  در این    باشند.) ܥ	

  اگر    X۱ ൑୐ X۲گاه  ، آن       ܺ ۱
∗ ൑௅ ܺ۲

∗    . 
  اگر    X۱ ൑ୋ X۲گاه  ، آن       X۱∗ ൑ୋ X۲

∗    . 
دو منحنــی لــورنتس کــه از تغییــر شــکل  ی نتــایجی بــرای مقایســه ]۱۷[سوردو و همکــاران 

دهند. ایــن نتــایج در حــالتی کــه  یکسان دو منحنی لورنتس اولیه حاصل شده است ارائه می
جوامــع  ی یک سیاست تبدیلی روی دو جامعــه مختلــف انجــام شــده باشــد و بــرای مقایســه

  های یکسان مفید است. متفاوت بعد از انجام سیاست  

هــای هزینــه و  های پارامتری از منحنی لورنتس به داده برازش خانواده-۴
  ۱۳۹۵ ایران در سال و جنوبی خراسانخانوار استان  درامد

بــه بررســی  ۱۳۹۵خــانوار  درامــدهــای طــرح هزینــه و  بــه کمــک داده ،در این بخش از مقاله
آمــارگیری از  « هــا مربــوط بــه طــرح  این داده پردازیم. های قبل می شده در بخش مطالب ارائه

همکاری که توسط مرکز آمار ایران و با است   » خانوارهای شهری و روستایی درامدهزینه و 
های کشور اجرا و نتــایج آن در  ریزی استان های مدیریت و برنامه های آمار سازمان معاونت
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ها و نتایج خام این طرح  وه دادهعلا د. بهشو هایی در سطح کل کشور منتشر می قالب کتابچه
هــای هزینــه و  . تحلیل و توصــیف دادهاستریزان قابل دسترسی  نیز برای محققان و برنامه

بــا  جنوبی خراســاناســتان  درامــدهای توزیــع  ای شــاخص ی مقایســه مطالعــهخانوار و  درامد
  ت. انجام شده اس ]۱[، توسط بهدانی و همکاران ۱۳۹۳تا  ۱۳۸۴های  کشور طی سال

 کهای معین چند روش برای یــافتن منحنــی لــورنتس وجــود دارد. یــ برای هر مجموعه داده
ه ابتدا کبه این صورت است  باشد می منحنی لورنتس نیز براوردترین روش   ه سختکروش 

نموده و تــابع لــورنتس متنــاظر  براوردپارامترهای آن را  ،را یافته درامدتابع چگالی مناسب 
نمــاییم. در ایــن  بــراورددســت آمــده از بــرازش توزیــع،  گزینی پارامترهــای بهرا بــا جــای بــا آن

نقطه به نقطه، منحنــی  طور بهترین راه یعنی منحنی لورنتس  قسمت ابتدا با استفاده از ساده
گونــه اطــلاع اضــافی در مــورد توزیــع  شــود. در ایــن روش نیــازی بــه هــیچ می براوردلورنتس 

شــود. در  هــا حاصــل می منحنــی لــورنتس آن ی شــدهبراورد ها نیست و از اتصــال نقــاط داده
اســتفاده از یــک صــورت پــارامتری از  هســتروش دیگری که مورد استفاده این بخــش نیــز 

های  شده را به داده ها است. در این روش یک مدل از پیش تعیین منحنی لورنتس روی داده
هــا بــرازش  طی بــه دادهدهیم. در حقیقت در این حالت یــک مــدل رگرســیونی نــاخ برازش می
ها بــرازش داده و  جا چند صورت پارامتری از منحنی لورنتس را به داده شود. در این داده می

 نتایج حاصل گزارش شده است.
، یــک روش متــداول بــرای  برای منحنی لورنتس یــک شــکل پــارامتری در نظــر بگیــریم  اگر 

. به ایــن مفهــوم کــه مجموعــه  ا استترین توان دوم خط پارامترها استفاده از روش کم براورد
,௡ݑሺ     مقــادیر  ,௡ሻሻݑሺܮ . . . , ሺ۱ݑ, را محاســبه کــرده و یــک تــابع (صــورت تــابعی     ۱ሻሻݑሺܮ

  . حـــــال بایــــد مقــــادیر تـــــابع دهیم هـــــا بــــرازش مــــی لــــورنتس پــــارامتری) بــــه داده
    ∑ ሺܮሺݑ௜ሻ െ ;௜ݑሺܮ ሻሻ۲௡ߠ 

௜ୀ۱ کمینـــه شـــود. اگـــر صـــورت    ߠمترهـــای بـــر حســـب پارا    
هــای کلاســیک و در غیــر ایــن     ، پارامترهــای آن بــه روش ، یــک تــابع خطــی باشــد پــارامتری

های تــابعی  جا که اغلــب صــورت د. از آنشو می براوردهای عددی با رایانه  صورت به روش
وان دوم پارامترها ترین ت های کمبراورد،  لورنتس پارامتری توابع ناخطی از پارامترها هستند

و هزینــه  درامــدمقــادیر  ی در ایــن روش بــه ازای همــه د.شــو های عددی محاسبه می با روش
,ݑሺ       مقادیر  ،۱۳۹۵در سال  جنوبی خراسانشهری کشور و استان  را محاسبه کــرده   	ሻሻݑሺܮ

بــه ایــن  گیــریم. مدل رگرسیونی در نظــر می عنوان بهرا     ۱های پارامتری جدول  و سپس مدل
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 عنوان بــه ݑ  متغیــر پاســخ و  عنوان بــه    ሻݑሺܮ ها مقدار تجربی لورنتس  ترتیب که در این مدل
تــرین  های رگرسیونی بــه روش کــم شود. در هر مدل ضریب متغیر توضیحی در نظر گرفته می

تــرین تــوان  کــمون نــاخطی بــه روش یبرای برازش یک مدل رگرس شوند.    می براوردتوان دوم 
  م.یا  ردهکاستفاده   ()nls      از فرمان    Rافزار  در نرمم دو

هــای  های تابعی لورنتس را بــه همــراه مجمــوع توان پارامترهای صورت براورد، ۲  در جدول 
و هزینه شهری کشور  درامدهای  ، برای داده    ۱شده در جدول  های معرفی های مدل دوم مانده
منحنی لورنتس تجربــی و  ۱شکل   ارائه شده است. ۱۳۹۵در سال  جنوبی خراسانو استان 
را نشــان  ۱۳۹۵شــهری کشــور در ســال  درامــدهــای  های تابعی برازش داده بــه داده صورت

هــای  مجزا با منحنی لــورنتس تجربــی داده طور به، هر صورت پارامتری ۲دهد. در شکل  می
ب را بــه صــورت بصــری تــوان مــدل مناســ ها می اند. با توجه بــه ایــن شــکل مقایسه شده بالا

ها بــرای توابــع  تــوان دوم مانــده ی و مقایســه ۲ یافت. از طرفی با توجه به اطلاعات جــدول
  شود: پارامتری مختلف، ملاحظه می

، توابــع لــورنتس متنــاظر ســطر ۱۳۹۵شهری کشــور در ســال  درامدهای  برای داده .۱
   ]۸[کوانی ، کــا]۱۲[ های اورتگا و همکاران دوم، چهارم و سوم جدول یعنی مدل

 و ۰٫۰۲۰۴۵ ،۰٫۰۱۷۴ های بــه ترتیــب بــا مجمــوع تــوان دوم مانــده ]۱۴[ وراش
های تــابعی در  (این صورت هستندهای برازش داده شده،  بهترین مدل  ۰٫۰۲۶۰۶

 اند). جدول با علامت * مشخص شده
و  ۲ܮ،۳ܮهــای لــورنتس   ، منحنی۱۳۹۵شهری کشور سال  ی های هزینه برای داده .۲

ـــده ۵ܮ ـــوان دوم مان ـــا مجمـــوع ت ـــه ترتیـــب ب  ۰٫۰۶۵ و ۰٫۰۱۲، ۰٫۰۰۳۱ های ب
 های برازش داده، هستند. ترین مدل مناسب 
های لــورنتس  ، مــدل۱۳۹۵در ســال  جنوبی خراســانشــهری  درامــدهای  برای داده .۳

ـــده ۳ܮو  ۲ܮ، ۵ܮ ـــوان دوم مان ـــا مجمـــوع ت ـــه ترتیـــب ب  و ۰٫۰۰۲۵ ،۰٫۰۰۲۳ ب
 باشند.  ها می رین مدلت مناسب ۰٫۰۰۳۴

ــه بــرای داده .۴ ــا ۱۳۹۵در ســال  جنوبی خراســانشــهری  ی هــای هزین ــه ترتیــب ب ، ب
، ۳ܮهای لــورنتس  مــدل ۰٫۰۰۲۶ و ۰٫۰۰۱۳، ۰٫۰۰۰۷۸ مجموع توان دوم مانده

 .هستندترین مدل دارای اولویت  در انتخاب مناسب ۴ܮو  ۲ܮ
  

  



.................   

ܮ

۵ሺܮ

;ݑ۸ሺܮ ,ߙ ሻߚ ൌ

  
در  ل کشور

  يلده

........  59-  39صص 

  ها.  آن

ݑ۱ሺܮ

;ݑ۲ሺܮ ,ߙ ݇ሻ ൌ ఈݑ

;ݑ۳ሺܮ ݇, ሻߛ ൌ ൤۱
;ݑ۴ሺܮ	 ሻߙ

ሺݑ; ,ߙ ,ߚ ሻߜ ൌ ݑ െ

;ݑ۶ሺܮ ,ߙ ሻߚ

ݑ۷ሺܮ

ൌ
ݑ ቂ۱ ൅ ቀߙ

۱ ൅ ቀߙ െ ۱ቁ ݑ

;ݑ۹ሺܮ ሻߙ

;ݑ۱۰ሺܮ ߙ

ی درآمد شهری کل

پور گيل  بهرام صادق

، 1397هار و تابستان

همراه با منبعس
ሻݑሺܮ

;ݑ ݇ሻ ൌ
݁௞௨ି۱

݁௞ െ ۱ , ݇

൤۱ െ ቀ۱െ ቁݑ
௞
൨ ,

െ ቀ۱െ ቁݑ
௞
൨
ఊ

, ۰
ሻ ൌ ൬ΦቀΦି۱ሺݑሻ

െ ఋݑߙ ቀ۱ െ ቁݑ
ఉ
,

ൌ ,ఈ݁ିఉቀ۱ି௨ቁݑ ߙ

;ݑ ሻߙ ൌ ,ቀ۱ି௨ቁߙݑ ߙ

െ ۱ቁ ቃݑ
൅ ߚ ቀ۱ െ ቁݑ

, ,ߙ

ൌ
ቀ۱െ ݑቁߙ

۱ െ αݑ
, ۰

,ߙ ሻߚ ൌ ۱െ ቀ۱ െ

های شده به داده داده

حتشمي برزادران و

به، 1 ي ، شماره29سال

ی پارامتری لورنتس

݇ ൒ ۰ 

ߙ ൒ ۰, ۰ ൏ ݇ ൑

۰ ൏ ݇ ൑ ۱, ߛ ൒ ۱
െ ቁ൰ߙ

ఉ

 
ߙ ൐ ۰, ۰ ൏ β, ߜ ൑

ߙ ൒ ۱, ߚ ൐ ۰ 
ߙ ൐ ۰ 

ߚ ൐ ۰, ߙ െ ߚ ൐

൑ α ൏ ۱ 

ቁݑ
ఈ
݁ఉ௨ 

پارامتری برازش د

 بهداني، غلامرضا مح

س، اي آمار رسمي ايران

ها برخی مدل -۲

۱ 

൑ ۱ 

۰, ߙ െ ߚ ൏ ۱ 

های پ جربی و تابع

زهرا

ها ي بررسي مجله  ......

جدول 
  بع

  ]۴[نیچ

  ]۱۲[کاران
]۱۴[  

  ]۱۶[کاران
  ]۸[ی

  ]۹[ پودر
 ]۷[  

]۳[  

]۱۵[  

  ]۲۰[کاران

لورنتس تج منحنی
. 
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منبع  
چوتیکا پاܮ

اورتگا و همکܮ
[راش ܮ
سارابیا و همکܮ
کاکوانیܮ
کاکوانی وܮ
گوپتاܮ
آرنولدܮ

روحد ܮ

وانگ و همکܮ
  

من -۱ شکل
۱۳۹۵سال 

کد
 ۱ܮ

 ۲ܮ

 ۳ܮ

 ۴ܮ

 ۵ܮ

 ۶ܮ

 ۷ܮ

 ۸ܮ

 ۹ܮ

 ۱۰ܮ
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، تابع چندک این ۱۳۹۵شهری کشور در سال  درامدهای  با توجه به نتایج حاصل برای داده  
  به ترتیب ]۱۴[ راش و ]۱۲[ها برای مدل اورتگا و همکاران  داده

ܳሺݑሻ ൌ ఈି۱ሺ۱െݑ ߙሻ௞ି۱ሾݑ ቀ۱െ ቁݑ
۱ି௞

൅ ሺߙ ൅ ݇ሻݑ െ  ሿߙ
  و
  ܳሺݑሻ ൌ ሺ۱െ݇ߛ ሻ௞ି۱ሾ۱െݑ ቀ۱െ ቁݑ

௞
ሿఊି۱  .است  

پارامترهــای  بــراوردهــای  های بیشینه درستنمایی و روش صدک اصلی از دیگــر روش روش 
ایــن ســه روش  ی برای مقایســه ]۲[مجیری و همکاران  . هستندهای تابعی لورنتس  صورت
ی اطــلاع عــدم صــحت کــه توســط  های تابعی از معیــار انــدازه شده برای صورتذکر  براورد
تــرین تــوان دوم بــا داشــتن  معرفی شد استفاده کرده و نشــان دادنــد کــه روش کــم ]۱۸[تایل 
های تــابعی لــورنتس بهتــرین  صــورت ی اطــلاع عــدم صــحت در همــه ی ترین مقدار اندازه کم

باشــد.   ۱۳۹۵خــانوار در ســال  درامــدی هزینه و  های مورد استفاده برای نمونه براوردروش 
تــرین تــوان  های پارامتری لورنتس به روش کم پارامترهای صورت براوردلذا در این مقاله به 

 مراجعه کند. ]۲[مجیری و همکاران تواند به  مند می علاقه ی دوم اکتفا کرده و خواننده
 :ضریب جینی معرفی کرد براورد کران پایین زیر را برای بررسی درستی   ]۶[گاستورث   

ܩ ൒ ۱െ ∑ ሺݑ௜ െ ௜ሻݑሺܮ௜ି۱ሻሺݑ ൅ ܮ ቀݑ௜ି۱ቁሻ
௡
௜ୀ۱ , 

۰ݑ   که در آن   ൌ ۰ሻݑሺܮ ൌ   است.   ۰
 جنوبی خراســانخانوار شهری کشــور و اســتان  درامدهای هزینه و  مقدار این کران برای داده  

ضــریب جینــی  .نشــان داده شــده اســت ۳  محاسبه شده است کــه در جــدول ۱۳۹۵در سال 
های جینی  ارائه شده است. در این جدول ضریب ۴ های تابعی در جدول شده صورتبراورد

طور کــه ملاحظــه  همــان اند. مشــخص شــده    * کند، با علامت  که در کران گاستورث صدق می
ــدل می ــی م ــی  های مناســب داده شــود ضــریب جین ــا، یعن ــایین  در ۵ܮو  ۳ܮ، ۲ܮه ــران پ ک

تــر از  بزرگ ۱۰ܮهای شــهری ضــریب جینــی مــدل درامدکنند. در بخش  گاستورث صدق می
شده با ضریب  های برازش داده ضریب جینی مدل ی . از طرفی مقایسهاستکران گاستورث 

تر نســبت بــه ســایر  های مناسب ها حکایت از نزدیک بودن این مقادیر برای مدل جینی داده
  ها دارد. مدل
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های درآمــد و هزینــه حــانوار شــهری کــل  های تابعی لورنتس برای داده پارامترهای صورت براورد - ۳ جــدول
  های دوم. ترین توان به روش کم ۱۳۹۵جنوبی در سال  کشور و استان خراسان

 درامد شهری
منحنی 
  جنوبی خراسان  کشور  لورنتس

  پارامتر  پارامتری
مجموع

توان دوم 
  ها مانده

ع توان مجمو  پارامتر
  ها دوم مانده

݇ ۱ܮ ൌ ۱٫۹۳۴۴ ۱٫۲۹۵  ݇ ൌ ۱٫۷۳۶۷ ۰٫۰۵۰۳۵  
۲ܮ
∗  ݇ ൌ ۰٫۶۴۸۳, ߙ ൌ ۰٫۴۴۶۷ ۰٫۰۱۷۴  ݇ ൌ ۰٫۶۸۳۹, ߙ ൌ ۰٫۳۹۳۷ ۰٫۰۰۲۵۵  
۳ܮ
∗  k ൌ ۰٫۷۳۲۵, ߛ ൌ ۱٫۴۳۲۱ ۰٫۰۲۶۰۶  k ൌ ۰٫۷۵۵۰, ߛ ൌ ۱٫۳۸۳۷ ۰٫۰۰۳۳۹۲  
۴ܮ
∗ ߙ  ൌ ۱٫۰۸۶۴, ߚ ൌ ߙ  ۰٫۱۲۲۶ ۱٫۰۹۴۵ ൌ ۰٫۰۴۶۰۹, ߚ ൌ ۱٫۰۸۸۸ ۰٫۰۰۸۳۵۳  
۵ܮ
∗ ߙ  ൌ ۰٫۶۴۳۴, ߚ ൌ ۰٫۵۶۴۶, δ ൌ ߙ  ۰٫۰۲۰۴۵ ۰٫۸۹۳۱ ൌ ۰٫۵۷۱۳, ߚ ൌ ۰٫۵۶۲۵, δ ൌ ۰٫۸۵۹۴ ۰٫۰۰۲۲۶۸  
α ۶ܮ ൌ ۱٫۰۸۶۴, β ൌ ۱٫۰۵۵۷ ۱٫۱۸۶  α ൌ ۱٫۱۱۹۸, β ൌ ۰٫۰۸۶۳۴ ۰٫۰۴۲۲  
α ۷ܮ ൌ ۳٫۲۶۹۹۱٫۲۵۳  α ൌ ۲٫۸۴۱۰٫۰۴۷۱۳  
α ۸ܮ ൌ ۱٫۸۶۵۴, β ൌ ۲٫۳۲۵۷ ۱٫۱۲  α ൌ ۱٫۸۹۲۶, β ൌ ۱٫۹۷۷۳ ۰٫۰۴۳۶۶  
α ۹ܮ ൌ ۱٫۶۰۴۹ ۲٫۱۹۱  α ൌ ۱٫۷۱۱۵ ۰٫۰۷۶۳۴  
α ۱۰ܮ ൌ ۰٫۷۸۷۸, β ൌ ۰٫۴۷۶۷ ۱٫۰۶۹  α ൌ ۰٫۸۰۲۶, β ൌ ۰٫۴۴۸۳ ۰٫۰۴۴۹۳  

 هزینه شهری
منحنی 
  جنوبی خراسان  کشور  لورنتس

  پارامتر  پارامتری
مجموع

توان دوم 
  ها مانده

  پارامتر  پارامتری

݇ ۱ܮ ൌ ۱٫۹۳۴۵ ۱٫۳۵۲  ݇ ൌ ۱٫۹۴۳۴ ۰٫۴۱۳۶  
۲ܮ
∗  ݇ െ ۰٫۵۹۵۲, ߙ െ ۰٫۳۶۹۷ ۰٫۰۱۲۱۵  ݇ െ ۰٫۶۲۰۸, ߙ െ ۰٫۴۱۴۱ ۰٫۰۰۱۳۱۱  
۳ܮ
∗  k ൌ ۰٫۶۷۲۸, ߛ ൌ ۱٫۳۵۲۹ ۰٫۰۰۳۱۴۵  k ൌ ۰٫۷۰۲۸, ߛ ൌ ۱٫۳۹۶۴ ۰٫۰۰۰۷۸۰۹  
۴ܮ
∗ ߙ  ൌ ۰٫۶۵۱۱, ߚ ൌ ߙ  ۰٫۰۶۶۵۵ ۰٫۹۷۰۵ ൌ ۰٫۵۹۰۵, ߚ ൌ ۱٫۰۲۸۴ ۰٫۰۰۲۶۳۲  
۵ܮ
∗ ߙ  െ ۰٫۶۵۹۵, ߚ െ ۵۴۶۰, δെ ߙ  ۰٫۰۶۴۸۹ ۰٫۹۳۷۴ െ ۰٫۶۷۵۲, ߚ െ ۰٫۵۹۴۶, δെ ۰٫۹۳۵۷ ۰٫۰۰۴۲۲۶  
α ۶ܮ ൌ ۰٫۹۲۵۹, β ൌ ۱٫۲۷۹۵ ۱٫۵۳۸  α ൌ ۰٫۹۸۹۴, β ൌ ۱٫۲۰۶۱ ۰٫۰۴۵۷۳  
α ۷ܮ ൌ ۳٫۲۱۷۱ ۱٫۵۹۱  α ൌ ۳٫۲۸۸ ۰٫۰۴۵۷۷  
α ۸ܮ ൌ ۱٫۲۸۲, β ൌ ۱٫۸۶۱ ۱٫۰۴۹  α ൌ ۱٫۵۰۰۵, β ൌ ۲٫۰۶۸۳ ۰٫۰۳۵۴  
α ۹ܮ ൌ ۱٫۶۰۸۴ ۱٫۲۳۶  α ൌ ۱٫۵۹۷۹ ۰٫۰۵۲۱۴  
α ۱۰ܮ ൌ ۰٫۷۳۶۳, β ൌ ۰٫۴۱۲۴ ۰٫۵۵۴۰  α ൌ ۰٫۷۸۷۵, β ൌ ۰٫۴۷۸۹ ۰٫۱۹۸۷  

  
  

هــای هزینــه و درآمــد شــهری کشــور و اســتان  کــران پــایین گاســتورث ضــریب جینــی بــرای داده -۴ جــدول
 . ۱۳۹۵در سال  جنوبی خراسان

  شهری کشور درامد  شهری کشوریهزینه استاندرامد استانی هزینه
۳۴/۰ ۳۱/۰ ۳۵/۰ ۳۴/۰  
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.................   

  
ور در ســال 

 و همکــاران

عتماد                      

........  59 - 39 صص

ی درآمــد کــل کشــو

  
 دو مــدل اورتگــاو

هاي قابليت اع اخص

، 1397هار و تابستان

هــای شــده بــه دادهه

ع چندک متنــاظر

ري و ارتباط آن با شا

به، 1 ي ، شماره29سال

متری بــرازش داده

و تابع شهری کشور

هاي لورنتس پارامتر

س، اي آمار رسمي ايران

جربی و توابع پارام

های درآمد ش  داده

ه منحني                 

ها ي بررسي مجله  ......

منحنی لورنتس تج

مودار تابع چندک
  .]۱۴[ ش

                    

  ...................

من -۲ شکل
۱۳۹۵. 

نم -۳ شکل
و راش ]۱۲[
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در ســال  جنوبی خراســانهــای هزینــه و درآمــد شــهری کشــور و اســتان  ضــریب جینــی بــرای داده -۵ جــدول
  .۱ شده در جدول رفیهای مع برای مدل۱۳۹۵

  شهری ی هزینه  صورت پارامتری
  کل کشور

  درامد شهری
  کل کشور

  استان ی هزینه
  جنوبی خراسان

  درامد استان
  جنوبی خراسان

کران پاین گاستورث 
  ۰٫۳۱  ۰٫۳۴  ۰٫۳۴  ۰٫۳۵  ضریب جینی

  ۰٫۲۷۵۹  ۰٫۳۰۵۲  ۰٫۳۰۳۹  ۰٫۳۰۰۵ ۱ܮ
  ۰٫۳۱۲۴*   ۰٫۳۵۴۷*   ۰٫۳۴۶۴*   ۰٫۳۵۹۹*  ۲ܮ
  ۰٫۳۰۸۷  ۰٫۳۴۹۴*   ۰٫۳۴۱۲*   ۰٫۳۵۳۶*  ۳ܮ
  ۰٫۲۹۸۶  ۰٫۳۳۷۸  ۰٫۳۳۰۴  ۰٫۳۳۹۷ ۴ܮ
  ۰٫۳۱۶۰*   ۰٫۳۴۱۹*   ۰٫۳۴۶۳*   ۰٫۳۵۲۷*  ۵ܮ
  ۰٫۲۷۱۰  ۰٫۳۰۲۲  ۰٫۲۹۹۵  ۰٫۲۹۹۱ ۶ܮ
  ۰٫۲۷۳۳  ۰٫۳۰۲۰  ۰٫۳۰۱۰  ۰٫۲۹۷۹ ۷ܮ
  ۰٫۲۷۳۴  ۰٫۳۰۹۳  ۰٫۳۰۳۶  ۰٫۳۰۸۷۵ ۸ܮ
  ۰٫۲۸۵۳  ۰٫۳۱۷۵  ۰٫۳۱۵۳  ۰٫۳۱۴۲ ۹ܮ
  ۰۳۱۰۰*   ۰٫۳۳۸۱  ۰٫۳۴۰۸*  ۰٫۳۴۶۴ ۱۰ܮ

  گیری بحث و نتیجه -۵
هــا و بیــان برخــی از  های لورنتس پارامتری دلایل تعریف آن ، به معرفی منحنی در این مقاله

هــای تصــادفی  هایی کــه بــرای برقــراری برخــی از ترتیب شــرطها پــرداختیم.  های آن مشخصه
یافتــه وجــود دارد را جســتجو نمــودیم.  ی لورنتس تغییر شکلها برای متغیرهای نظیر منحنی

 درامــدهــای هزینــه و  شــده را بــه داده های پارامتری معرفــی ترین مدل در نهایت برخی از مهم
ــن بخــش  جنوبی خراســانکــل کشــور و اســتان  ۱۳۹۵خــانوار ســال  ــم. در ای ــرازش دادی ب

نمودیم. با توجــه  براوردان دوم ترین تو های تابعی لورنتس را با روش کم پارامترهای صورت
و هزینــه شــهری کشــور و اســتان  درامــدهــای  ترین مــدل بــرای داده به نتایج ذکرشده برازنــده

. از طرفی هستند  ]۱۴[ و راش  ]۱۲[ترتیب مدل مدل اورتگا و همکاران  جنوبی به خراسان
و  تر بــودن از کــران گاســتورث ها حکایــت از کوچــک ضــریب جینــی ایــن مــدل ی مقایســه

هــا دارد. بــا اســتفاده از صــورت پــارامتری  چنین نزدیکی آن به ضریب جینی واقعــی داده هم
 توانیم بیابیم.  ها را نیز می ها تابع چندک مناسب با آن مناسب داده
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  توضیحات
ــه تعریف .۱ ــه،  در ایــن مقال ــا تعریــف طــرح درامــدهــای هزین ، خــانوار مطــابق ب

 .استمرکز آمار ایران  ییو روستا یشهر یخانوارها درامدنه و یهز یریآمارگ
هــا ماننــد  نتایج حاصل از این تحقیقات با اعــداد ذکرشــده توســط برخــی ارگان .۲

مرکز آمار ایران مطابقــت نــدارد کــه دلیــل عــدم تطــابق، تفــاوت در محاســبات 
شــود در حــالی  است. در مرکز آمار ایران محاسبات به صورت وزنــی انجــام می

 ون وزن انجام شده است.که محاسبات در این مقاله بد
دست آمده در ایــن مقالــه، فقــط بــرای یــک نمونــه  لازم به ذکر است که نتایج به .۳

هــای دیگــر ممکــن اســت نتیجــه تغییــر کنــد. لــذا  انجام شده اســت و بــرای داده
توان  های تابعی لورنتس، با توجه به نتایج مقاله، نمی کرد صورت عمل ی درباره

 قضاوت کلی کرد.

  ها مرجع
ــدا ؛واقعــی، زهــرا ؛نیبهــدا ]۱[ ــرزادران، ...ی ــده صــادقو  غلامرضــا ؛محتشــمی ب ــور گیل ــرام ؛پ  به
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