
  هاي آمار رسمي ايران ي بررسي مجله                                                          
  106- 89 ، صص1394 بهار و تابستان، 1  ي ، شماره26سال  

  .۱۳۹۴٫۱۰٫۳۰ ، پذیرش:۱۳۹۳٫۱۱٫۹دریافت:  

  کارایی براوردگرها در توزیع وایبول

  زاده شهرستانی شهرام یعقوب
  پیام نور دانشگاه گروه آمار 

واریـانس  تـرین کمنااریـب بـا بـراورد و  ۱ماکسیمم درستنماییبراورد در این مقاله چکیده: 
دسـت  تـابع چگـالی احتمـال و تـابع توزیـع تجمعـی توزیـع وایبـول را بـه ۲طـور یکنواخـت به
هـای واقعـی بـا  کارلو و یـک مجموعـه داده سازی مونت آوریم و سپس با استفاده از شبیه می

  پردازیم.  ها می ی آن وردگرها به مقایسهابر ۳ی میانگین مربع خطای محاسبه
 تـرین کمنااریـب بـا بـراورد  ؛درسـتنماییماکسـیمم براوردگـر  ؛توزیع وایبـولواژگان کلیدی: 

 ؛میـانگین مربـع خطـا ؛تابع توزیع تجمعی ؛تابع چگالی احتمال ؛طور یکنواخت واریانس به
  کارلو. سازی مونت شبیه

  مقدمه -۱
ه معرفـی شـد. امـروز ]۱۳[یک فیزیکدان سوئدی به نام وایبول  ی وسیله توزیع وایبول که به

و  ت اطمینان، طول عمر و کنترل کیفیتیدر مطالعات قابلترین مدل مورد استفاده  متداول
قـرار  های مختلف علوم از جمله پزشکی و مهندسی مورد استفاده عی در شاخهیطور وس و به
لازم  هـای مربـوط، ه و تحلیلیـهـا و تجز ن مـدل مناسـب آمـاری بـه دادهییگیرد. برای تع می

ها به کار روند،  ع طول عمر دادهیعنوان توز به تواند ی که مییها ی توزیع همهاست که در ابتدا 
ن یتـر ع مهـمیـبـا شـناخت توز. ع را انتخاب کردیترین توز را مورد بررسی قرار داد و مناسب

ها و انجام آزمون  آنبراورد های مورد استفاده،  های آماری در رابطه با پارامتر مدل استنباط
ل یـکنـد. دل ایـن راسـتا ایفـا می همـی درمورد آن پارامترها است که توزیع وایبول نقش م در
هـای شکسـت و توزیـع تـابع طـول عمـر  بندی زمان ع، کاربرد آن برای مدلین توزیت ایاهم
توانـد تـابعی  ر پارامترهـای آن میییـی آن اسـت کـه بـا تغ ها و رفتار تابع نرخ مخـاطره داده

ع بـرای یـتوز نیـصعودی، نزولی یا ثابت باشد و به خـاطر رفتـار تـابع نـرخ شکسـت آن، ا
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تـوان بـه  مـی. همچنـین ادی اسـتیـری زیهـای مختلـف، دارای انعطـاف پـذ الگوسازی داده
مربوط به طول عمر ماننـد  های آزمونکاربردهای توزیع وایبول در مباحث قابلیت اعتماد و 

] اشـاره کـرد. بـه ۱۱[و مان  ]۳[، برتونی ]۹، ۸[و ائو ک ]۱۰[، لیبلین و زلن ]۱۴[وایبول 
شود.  میتابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی توزیع وایبول پیشنهاد براورد همین دلایل 

 هـای توزیعتابع چگـالی احتمـال و تـابع توزیـع تجمعـی براورد نویسندگان مختلفی به  اخیراً
 ]، جبـاری نوقـابی و۶تـوان بـه دیکسـیت و جبـاری نوقـابی [ مـیاند کـه  پرداختهطول عمر 

] ۵] و بـاقری و دیگـران [۲]، علیـزاده و دیگـران [۴]، باقری و دیگران [۷جباری نوقابی [
ماکسـیمم درسـتنمایی و براورد های دوم و سوم به ترتیب  در این مقاله در بخشاشاره کرد. 

طور یکنواخـت تـابع توزیـع تجمعـی و تـابع چگـالی  واریـانس بـه تـرین کمنااریب با براورد 
آوریم. در بخش چهارم با  دست می ها را به بول و میانگین مربع خطای آناحتمال توزیع وای

ی ایــن  مقایســهی واقعــی بــه هــا دادهکــارلو و یــک مجموعــه  مونــتســازی  شــبیهاســتفاده از 
  کنیم.     میوردگرها پرداخته و نتایج را نیز در بخش پنجم بیان ابر

  ماکسیمم درستنماییبراورد  -۲
باشد. آنگاه  𝛽(معلوم) و 𝛼و دارای توزیع وایبول با پارامترهای تصادفی  یک متغیر 𝑋اگر 

𝑓(𝑥)  ترتیب عبارت است از: تابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی آن به = 𝛼𝛽ఈ𝑥ఈି۱𝑒ି(ఉ௫)ഀ ,         𝑥 > ۰ , 𝛼 > ۰ , 𝛽 > ۰ 𝐹(𝑥) = ۱ − 𝑒ି(ఉ௫)ഀ ,         𝑥 > ۰ 
ماکسـیمم بـراورد توزیع وایبول باشد، آنگاه  ی تصادفی از نمونهیک  𝑋௡، ...و  𝑋۱ ،𝑋۲اگر

ــر 𝛽درســتنایی ــا براب 𝛽෨ اســت ب = ൬𝑛 ∑ 𝑋௜ఈ௡௜ୀ۱ൗ ൰۱ഀ ــه ــا توجــه ب ــه ب ــایی  ک خاصــیت پای
ترتیـب  بـه𝐹(𝑥) و 𝑓(𝑥) ماکسـیمم درسـتنماییبـراورد وردگرهای ماکسیمم درستنمایی، ابر

𝑓ሚ(𝑥)  برابراست با = 𝛼𝛽෨ఈ𝑥ఈି۱𝑒ି൫ఉ෩௫൯ഀ , 𝑥 > ۰ , 𝛼, 𝛽෨ > ۰ 𝐹෨(𝑥) = ۱ − 𝑒ି൫ఉ෩௫൯ഀ , 𝑥 > ۰ , 𝛼, 𝛽෨ > ۰. 
)3( 
)4( 

)1( 

)2( 
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آوریم. بـــا فـــرض  دســـت مـــی را به 𝐹෨(𝑥)و 𝑓ሚ(𝑥) و  𝛽෨اکنـــون میـــانگین مربـــع خطـــای  𝑆 = ∑ 𝑋௜ఈ௡௜ୀ۱ تابع چگالی احتمال 𝑆 برابر است با  

g(s) = ఉ೙ഀ௦೙ష۱௘షഁഀೞ୻(୬)   , 𝑠 > ۰ 
𝑊در نتیجه تابع چگالی احتمال  = 𝛽෨ :عبارت است از  gW(𝑤) = ௡೙ఈఉ೙ഀ୻(୬)௪೙ഀశ۱  𝑒ି௡ቀഁೢቁഀ  , 𝑤 > ۰ 

  بر این داریم: بنا

𝐸(𝑊௥) = 𝑛௥ఈΓ(𝑛 − 𝑟𝛼)Γ(𝑛) 𝛽௥ 
  برابر است با: 𝛽෨در نتیجه میانگین مربع خطای 

𝑀𝑆𝐸൫𝛽෨൯ = ௡۲ഀ୻(௡ି۲ഀ)ି۲௡۱ഀ୻(௡ି۱ഀ)ା୻(௡)୻(௡) 𝛽۲ 
 

  اند از: عبارتترتیب  به 𝐹෨(𝑥)و  𝑓ሚ(𝑥) ام،𝑟ی  مرتبهگشتاورهای مرکزی . ۱ی  قضیه
  

  الف) 

𝐸 ቂቀ𝑓ሚ(𝑥)ቁ௥ቃ = 𝛼௥𝑥௥Γ(𝑛) ෍ (−𝑟)௝[𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝ା௥𝑗!௡ି௥ି۱

௝ୀ۰
Γ(𝑛 − 𝑟 − 𝑗) 

𝐸  ب) ቂቀ𝐹෨(𝑥)ቁ௥ቃ = ۱Γ(𝑛) ෍ ෍ ൫௥௜൯(−۱)௜𝑖௝[𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝𝑗!௥
௜ୀ۰

௡ିଵ
௝ୀ۰

Γ(𝑛 − 𝑗) 

ഀ𝑒ି(௪௫)ی   رابطهحالت (الف) با توجه به  اثبات: = ∑ (ି۱)ೕ(௪௫)ഀೕ௝!ஶ௝ୀ۰ :داریم  

)5( 

)6( 

)7( 
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𝐸 ቂቀ𝑓ሚ(𝑥)ቁ௥ቃ = 𝛼௥𝑥௥ ෍ (−𝑟)௝𝑥ఈ(௝ା௥)𝑗!ஶ
௝ୀ۰

𝐸൫𝑊ఈ(௝ା௥)൯ 

𝑢و به کمک تغییـر متغیـر  𝑊با توجه به تابع چگالی  = 𝑛 ቀఉ௪ቁఈ  و بـا توجـه بـه تعریـف
  تابع گاما داریم:

𝐸 ቂቀ𝑓ሚ(𝑥)ቁ௥ቃ = 𝛼௥𝑥௥Γ(𝑛) ෍ (−𝑟)௝[𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝ା௥𝑗!ஶ
௝ୀ۰

න 𝑢௡ି௥ି௝ି۱𝑒ି௨𝑑𝑢ஶ
۰

 

                = 𝛼௥𝑥௥Γ(𝑛) ෍ (−𝑟)௝[𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝ା௥𝑗!௡ି௥ି۱

௝ୀ۰
Γ(𝑛 − 𝑟 − 𝑗)   

ــــرای ــــه ب ــــه بســــط دوجمل ــــا توجــــه ب ــــوتن و  قســــمت (ب) ب ــــام نی ഀ𝑒ି(௪௫)  ی رابطــــهای خی = ∑ (ି۱)ೕ(௪௫)ഀೕ௝!ஶ௝ୀ۰  :داریم  𝐸 ቂቀ𝐹෨(𝑥)ቁ௥ቃ = ෍ ቀ𝑟𝑖ቁ ቀ−۱ቁ௜ ෍ (−𝑖)௝𝑥ఈ௝𝑗!ஶ
௝ୀ۰

௥
௜ୀ۰

𝐸൫𝑊ఈ௝൯ 

                = ෍ ෍ ൫௥௜൯ ቀ−۱ቁ௜ା௝ 𝑥ఈ௝𝑗! 𝐸൫𝑊ఈ௝൯௥
௜ୀ۰

ஶ
௝ୀ۰

 

                                     = ۱Γ(𝑛) ෍ ෍ ൫௥௜൯ ቀ−۱ቁ௜ା௝ [𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝𝑗!௥
௜ୀ۰

௡ିଵ
௝ୀ۰

Γ(𝑛 − 𝑗). 
  ترتیب برابراست با: به 𝐹෨(𝑥)و  𝑓ሚ(𝑥)میانگین مربع خطای  . ۲ی  قضیه

  
  الف)
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𝑀𝑆𝐸 ቀ𝑓ሚ(𝑥)ቁ = 𝛼۲𝑥۲Γ(𝑛) ෍ ቀ−۲ቁ௝ [𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝ା۲𝑗! Γ ቀ𝑛 − 𝑗 − ۲ቁ௡ି۳

௝ୀ۰

− ۲𝛼۲(𝛽𝑥)ఈ𝑒ି(ఉ௫)ഀ𝑥۲Γ(𝑛) ෍ (−۱)௝[𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝ା۱𝑗! Γ(𝑛 − 𝑗௡ି۲

௝ୀ۰− ۱) + ቀ𝛼𝛽ఈ𝑥ఈି۱𝑒ି(ఉ௫)ഀቁ۲ 
  ب)

𝑀𝑆𝐸 ቀ𝐹෨(𝑥)ቁ = ۲Γ(𝑛) ෍ ቆ۲௝ି۱ − 𝑒ି(ఉ௫)ഀቇ௝ [𝑛(𝛽𝑥)ఈ]௝𝑗! Γ(𝑛 − 𝑗)௡ି۱

௝ୀ۰+ ቀ۱ − 𝑒ି(ఉ௫)ഀቁ۲ 
𝑟بــا در نظــر گــرفتن  اثبــات: = زیــر بــه راحتــی  ی رابطــهو بــه کمــک  ۱ ی قضــیهدر  ۱,۲
𝑀𝑆𝐸  شود. میثابت  ۲ ی قضیه ቀ𝑓ሚ(𝑥)ቁ = 𝐸 ቈቀ𝑓ሚ(𝑥)ቁ۲቉ − ۲𝑓(𝑥)𝐸 ቀ𝑓ሚ(𝑥)ቁ + [𝑓(𝑥)]۲ 

 

  واریانس ترین کموردگرهای نااریب با ابر -۳
 𝑓(𝑥) ی تصادفی ازتوزیع وایبول با تابع چگالی احتمـال نمونهیک  𝑋௡، ...و  𝑋۱ ،𝑋۲اگر
𝑆 و و = ∑ 𝑋௜ఈ௡௜ୀ۱کامل پـارامتر نـامعلوم  بسنده و ی یک آماره𝛽  و تـابع چگـالی شـرطی 𝑋௡  بشرط𝑆  ، ℎ(𝑋௡|𝑆) = 𝑓∗(𝑆) داریمباشند، آنگاه:  

𝐸൫𝑓∗(𝑆)൯ = න ℎ(𝑥௡|𝑠)g(𝑠)𝑑𝑠ஶ
ିஶ = න g(𝑥௡, 𝑠)𝑑𝑠ஶ

ିஶ = 𝑓(𝑥௡) 



  زاده شهرستاني شهرام يعقوب  94

   ........................  106- 89، صص 1394بهار و تابستان ، 1  ي ، شماره26سال ، هاي آمار رسمي ايران ي بررسي مجله    ........................  

,g(𝑋௡و  g(𝑠)که درآن  𝑠)  به ترتیب تابع چگالی احتمال𝑆 م أو تـابع چگـالی احتمـال تـو 𝑋௡  و𝑆 این  بر است. بنا𝑓∗(𝑆)  واریانس  ترین کمنااریب با براورد𝑓(𝑥) است.  

  :برابراست با 𝑓(𝑥)واریانس  ترین کمنااریب با براورد  .۳ی  قضیه

𝑓መ(𝑥) = 𝛼 ቀ𝑛 − ۱ቁ 𝑥ఈି۱(𝑠 − 𝑥ఈ)௡ି۲𝑠௡ି۱  

۰که  وریط به < 𝑥 < 𝑠 𝑆مقدارمشاهده  𝑠و  ۱ഀ = ∑ 𝑥௜ఈ௡௜ୀ۱ است.  
𝑇اگر  اثبات: = ∑ 𝑋௜ఈ௡ି۱௜ୀ۱  تابع چگالی احتمال باشد. آنگاه𝑇 برابر است با:  

g∗(𝑡) = 𝛽ቀ௡ି۱ቁఈ𝑡௡ି۲Γ(𝑛 − ۱)  𝑒ିఉഀ௧ ,         𝑡 > ۰ 

𝑈از طرفی چـون  = 𝑋௡ఈ و 𝑇 ند، تـابع چگـالی احتمـال تـوام هسـت مسـتقل𝑈  و𝑇  برابـر
  :است با

g(𝑢, 𝑡) = 𝛽௡ఈ𝑡௡ି۲Γ(𝑛 − ۱) 𝑒ିఉഀ(௧ା௨),          𝑡 > ۰ , 𝑢 > ۰ 

𝑋௡با در نظرگرفتن تبدیلات  = 𝑈۱ഀ  , 𝑆 = 𝑇 + 𝑈  توزیع توام𝑆  و𝑋௡ با: برابر است  

ℎ(𝑥௡, 𝑠) = 𝛼𝛽௡ఈ𝑥௡ఈି۱Γ(𝑛 − ۱) (𝑠 − 𝑥௡ఈ)௡ି۲𝑒ିఉഀ௦,        𝑠 > ۰ , ۰ < 𝑥௡ < 𝑠۱ఈ 

𝑓መ(𝑥)ی  ) و رابطه۵ی ( رابطهبا توجه به  = ℎ(𝑥௡, 𝑠) g(𝑠)⁄ داریم:  

𝑓መ(𝑥) = ఈ(௡ି۱)௫೙ഀష۱(௦ି௫ഀ)೙ష۲௦೙ష۱ ,         ۰ < 𝑥 < 𝑠 ۱ഀ 
 براوردگـر)، ۸ی ( رابطـهتابع توزیع تجمعی متناظر با تابع چگالی داده شـده در . ۴ی  قضیه

𝐹(𝑥)طور یکنواخت  بهواریانس  ترین کمنااریب با  = ۱ − 𝑒ି(ఉ௫)ഀ .است  

)8( 
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  :، تابع توزیع تجمعی متناطر با آن برابراست با𝑓መ(𝑥)با توجه به  اثبات:

𝐹෠(𝑥) =
⎩⎪⎨
⎪⎧۰   ,   𝑥 < ۰                                     
۱ − ൬𝑠 − 𝑥ఈ𝑠 ൰௡ି۱  ,   ۰ ≤ 𝑥 < 𝑠۱ఈ
۱  , 𝑥 ≥ 𝑠۱ఈ                                      

 

 𝐹෠(𝑥)اسـت کـافی اسـت نشـان دهـیم کـه  𝑆ی بسنده و کامـل  آمارهتابعی از  𝐹෠(𝑥)چون 
𝐸          .است که اثبات به پایان می رسد 𝐹(𝑥)نااریب براورد  ቀ𝐹෠(𝑥)ቁ = න 𝐹෠(𝑥)g(𝑠)ஶ

۰
𝑑𝑠

= න g(𝑠)௫ഀ
۰

𝑑𝑠 + න ቎۱ − ൬𝑠 − 𝑥ఈ𝑠 ൰௡ି۱቏ஶ
௫ഀ g(𝑠)𝑑𝑠

= න g(𝑠)ஶ
۰

𝑑𝑠 − 𝛽௡ఈΓ(𝑛) න (𝑠 − 𝑥ఈ)௡ି۱ஶ
௫ഀ 𝑒ି(ఉഀ௦)𝑑𝑠

= ۱ − 𝛽௡ఈ𝑒ି(ఉ௫)ഀΓ(𝑛) න 𝑢௡ି۱𝑒ିఉഀ௨𝑑𝑢ஶ
۰

= ۱ − 𝑒ି(ఉ௫)ഀ
= 𝐹(𝑥) 

  :است با ترتیب برابر به 𝐹෠(𝑥)و  𝑓መ(𝑥)وردگرهای امیانگین مربع خطای بر .۵ی  قضیه
  الف)

𝑀𝑆𝐸 ቀ𝑓መ(𝑥)ቁ = ൬𝛼 ቀ𝑛 − ۱ቁ൰۲𝑥۲Γ(n)   ෍ ൭۲𝑛 − ۴𝑗 ൱ ቀ−۱ቁ௝ (𝛽𝑥)ఈቀ௝ା۲ቁ௡ି۳

௝ୀ۰
       

                           × Γ ቀ𝑛 − 𝑗 − ۲ቁ − ቀ𝛼𝛽ఈ𝑥ఈି۱𝑒ି(ఉ௫)ഀቁ۲ 
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  ب) 

𝑀𝑆𝐸 ቀ𝐹෠(𝑥)ቁ = ۱𝑥۲Γ(𝑛) ෍ ൭۲𝑛 − ۲𝑗 ൱ ቀ−۱ቁ௝ (𝛽𝑥)ఈ௝Γ(𝑛 − 𝑗)௡ି۱

௝ୀ۰
 

     −𝑒ି۲(ఉ௫)ഀ                                           
  اثبات: 

ቀ𝑓መ(𝑥)ቁ۲  صورت زیر نوشت.  بهتوان  میرا  ቀ𝑓መ(𝑥)ቁ۲الف)  = 𝛼۲ ቀ𝑛 − ۱ቁ۲ 𝑥۲ቀఈି۱ቁ ۱𝑠۲ ൬۱ − 𝑥ఈ𝑠 ൰۲௡ି۴
 

  نیوتن و تعریف تابع گاما داریم:-ی خیام ا با توجه به بسط دوجمله

𝐸 ቈቀ𝑓መ(𝑥)ቁ۲቉ = 𝛼۲ ቀ𝑛 − ۱ቁ۲𝑥۲ ෍ ൭۲𝑛 − ۴𝑗 ൱ (−۱)௝۲௡ି۴

௝ୀ۰
𝑥ఈቀ௝ା۲ቁ𝐸 ൭ ۱𝑆௝ା۲൱

= 𝛼۲ ቀ𝑛 − ۱ቁ۲𝑥۲Γ(𝑛) ෍ ൭۲𝑛 − ۴𝑗 ൱ (−۱)௝௡ି۳

௝ୀ۰
(𝛽𝑥)ఈቀ௝ା۲ቁΓ(𝑛 − ۲ − 𝑗) 

𝑀𝑆𝐸൫𝑓መ(𝑥)൯ ی رابطهبه کمک  = 𝐸 ቈቀ𝑓መ(𝑥)ቁ۲቉ − ൫𝑓(𝑥)൯۲  اثبات ایـن قسـمت بـه
  پایان می رسد. 

  بر این داریم.  اثبات قسمت (الف) است. بنااثبات قسمت (ب) مشابه 

𝐸 ቈቀ𝐹෠(𝑥)ቁ۲቉ = ۱ + ۱Γ(𝑛) ෍ ൭۲𝑛 − ۲j ൱௡ି۱

୨ୀ۰
(−۱)୨(𝛽𝑥)ఈ௝Γ(𝑛 − 𝑗)

− ۲𝑒ି(ఉ௫)ഀ 
𝑀𝑆𝐸൫𝐹෠(𝑥)൯ ی رابطهبا توجه به  = 𝐸 ቈቀ𝐹෠(𝑥)ቁ۲቉ − ൫𝐹(𝑥)൯۲  قسـمت (ب) ثابـت

  شود. می
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𝛽መ برابـر 𝛽واریـانس  تـرین کمنااریـب بـا بـراورد : ۱ تذکر = Γ(𝑛) ቈΓ(𝑛 − ۱ఈ)𝑆 ۱ഀ቉ൗ  و
  صورت زیر است. بهمیانگین مربع خطای آن 

𝑀𝑆𝐸൫𝛽መ൯ =
⎩⎪⎪⎨
⎪⎪⎧Γ(𝑛)Γ(𝑛 − ۲𝛼)

൥Γ ൭𝑛 − ۱𝛼൱൩۲ − ۱

⎭⎪⎪⎬
⎪⎪⎫ 𝛽۲. 

ورردگرهای ماکسـیمم درسـتنمایی و نااریـب ای میانگین مربع خطای بر با مقایسه: ۲ تذکر
 تـرین کمنااریـب بـا بـراورد گیـریم کـه  ، نتیجـه مـی𝛽طور یکنواخـت  واریانس بـه ترین کمبا 

ماکسیمم درسـتنمایی آن اسـت و بـا بـزرگ شـدن براورد طور یکنواخت بهتر از  واریانس به
ییـد أنیـز ایـن مطلـب را ت ۱شود که شکل  هم نزدیک می گر بهبراوردکارایی این دو  𝛼مقدار 
𝛼کند. همچنین در حالت  می = توزیع وایبول به توزیع نمایی تبدیل شده و با قـرار دادن  ۱ 𝛼 = تـوان نتـایج پـارامتر مقیـاس  سـوم، می و هـای دوم در بخش 𝛽ربوط به در نتایج م ۱

طور  واریـانس بـه تـرین کمهای ماکسـیمم درسـتنمایی و نااریـب بـا  توزیع نمایی را در روش
 دست آورد.  یکنواخت به

  وردگرهاابر ی مقایسه -۴
هــای واقعــی بــرای  کــارلو و یــک مجموعــه داده مونــتســازی  شــبیهدر ایــن بخــش از روش 

واریـانس  تـرین کموردگرهای نااریـب بـا اوردگرهای ماکسیمم درستنمایی با برابر ی مقایسه
  کنیم. استفاده می

  کارلو مونتسازی  شبیه -۱-۴
ــه  ــدا نمون ــه اول، ابت ــه  در مرحل ــدازههای تصــادفی ب 𝑛 های ان = ۱۰,۱۵, … ــع  ۵۰, از توزی

های تصـادفی  دوم، به کمک نمونـه ی کنیم. در مرحله تولید می (۰,۱) ی یکنواخت در فاصله
𝑛 های انـدازههای تصـادفی بـه  زیـر نمونـه ی اول، بـا اسـتفاده از رابطـه ی تولیدشده در مرحلـه = ۱۰,۱۵, … 𝛼از توزیـــع وایبـــول بـــا ۵۰, = ۰٫۵, ۱٫۲۵, 𝛽و    ۲,۳ = ۰٫۵, ۱٫۵, ۲٫۵   
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هـای ماکسـیمم درسـتنمایی (خـط بـه رنـگ  در حالت 𝛽 براوردگرنمودارهای میانگین مربع خطای  -۱شکل   
  .𝛼ازای مقادیر متفاوت  طور یکنواخت (خط به رنگ مشکی) به واریانس به ترین کمقرمز) و نااریب با 

 
  کنیم.   تولید می

𝑋 = ۱𝛽 ቂ− log ቀ۱ − 𝑈ቁቃ۱ఈ 
وردهـای ماکسـیمم ای دوم، بر های تولیدشده در مرحلـه ی سوم، با استفاده از نمونه در مرحله

آوریم. در  را بـه دسـت مـی 𝛽طور یکنواخـت  واریـانس بـه تـرین کمدرستنمایی و نااریب بـا 
ی  را در مرحلـه 𝛽شـده بـرای  ی چهارم، میانگین مربع خطـای برآوردگرهـای محاسـبه مرحله
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بـار تکـرار  ۵۰۰۰پنجم، تمام مراحـل اول تـا چهـارم را  ی آوریم. در مرحله دست می سوم به
آوریم. نتــایج  میــانگین مربــع خطــا را بــه دســت مــی ۵۰۰۰ه و ســپس میــانگین، ایــن نمــود
شده  های اشاره تابع چگالی احتمال و تابع توزیع تجمعی تحت روشبراورد سازی برای  شبیه

ها نشــان  آمــده اســت. نتــایج ایــن جــدول ۲و  ۱ی ها هــای دوم و ســوم در جــدول در بخش
های چگـالی احتمـال و  طور یکنواخت تابع واریانس به ترین کمنااریب با براورد دهد که  می

شـان بهتـر اسـت. همچنـین از  ماکسـیمم درستنماییبـراورد  از تجمعی توزیـع وایبـول توزیع
بـراورد نمونه، میانگین میـانگین مربـع خطـای  ی اندازهگیریم با افزایش  نتیجه می ۲جدول 

  یابد. واریانس تابع توزیع تجمعی کاهش می ترین کمنااریب با 
  

کممقایسه -۱جدول  طور یکنواخـت تـابع  تـرین واریـانس بـهی براوردهای ماکسیمم درستنمایی و نااریب با 
  چگالی احتمال توزیع بایبول

میانگین، میانگین مربع
 𝑓መخطای 

میانگین، میانگین مربع 
,𝑓ሚ (𝛼خطای  𝛽) 𝑛 

۰٫۰۴۰۳۸ ۰٫۹۵۱۳۹ )۲٬۱٫۵(  ۱۰  
۰٫۰۲۵۴۹ ۰٫۹۷۸۶۵  ۱۵  
۰٫۰۱۸۳۱ ۰٫۹۸۸۷۵  ۲۰  
۰٫۰۱۴۱۱ ۰٫۹۹۲۸۳  ۲۵  
۰٫۰۱۱۶۴ ۰٫۹۹۴۲۰  ۳۰  
۰٫۰۱۰۴۵ ۰٫۹۹۵۱۸  ۳۵  
۰٫۰۰۹۰۱ ۰٫۹۹۶۸۷  ۴۰  
۰٫۰۰۷۶۹ ۰٫۹۹۸۷۲  ۴۵  
۰٫۰۰۶۹۰ ۰٫۹۹۹۲۰  ۵۰  
۰٫۰۰۸۰۴ ۰٫۱۹۵۷۰ )۳٬۰٫۵(  ۱۰  
۰٫۰۰۴۹۲ ۰٫۲۰۰۶۴  ۱۵  
۰٫۰۰۳۵۹ ۰٫۲۰۳۶۳  ۲۰  
۰٫۰۰۲۶۷ ۰٫۲۰۴۶۱  ۲۵  
۰٫۰۰۲۲۶ ۰٫۲۰۴۸۱  ۳۰  
۰٫۰۰۱۸۹ ۰٫۲۰۵۰۸  ۳۵  
۰٫۰۰۱۵۹ ۰٫۲۰۵۲۹  ۴۰  
۰٫۰۰۱۴۹ ۰٫۲۰۵۶۴  ۴۵  
۰٫۰۰۱۳۲ ۰٫۲۰۵۶۵  ۵۰  
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کممقایسه-۱ی جدول ادامه طور یکنواخت  ترین واریانس به ی براوردهای ماکسیمم درستنمایی و نااریب با 
  تابع چگالی احتمال توزیع بایبول

میانگین، میانگین مربع
 𝑓መخطای 

میانگین، میانگین مربع 
,𝑓ሚ (𝛼خطای  𝛽) 𝑛 

۰٫۰۰۴۳۳ ۱٫۷۸۱۲۵ )۱٫۲۵٬۲٫۵(  ۱۰  
۰٫۰۰۲۵۸ ۱٫۸۲۸۶۷  ۱۵  
۰٫۰۰۱۹۳ ۱٫۸۳۶۳۶  ۲۰  
۰٫۰۰۱۵۵ ۱٫۸۴۶۴۵  ۲۵  
۰٫۰۰۱۲۱ ۱٫۸۵۲۸۵  ۳۰  
۰٫۰۰۱۰۰ ۱٫۸۵۳۸۴  ۳۵  
۰٫۰۰۰۹۰ ۱٫۸۵۵۲۴  ۴۰  
۰٫۰۰۰۷۶ ۱٫۸۵۶۰۴  ۴۵  
۰٫۰۰۰۷۰ ۱٫۸۶۱۰۴  ۵۰  

۱٫۷۷ × ۱۰ି۳ ۱٫۵۹ × ۱۰ି۴ )۰٫۵٬۰٫۵(  ۱۰  
۲٫۰۱ × ۱۰ି۲ ۲٫۸۴ × ۱۰ି۳   ۱۵  
۳٫۴۲ × ۱۰ି۲ ۸٫۲۴ × ۱۰ି۳   ۲۰  
۸٫۰۵ × ۱۰ି۳ ۱٫۲۱ × ۱۰ି۵   ۲۵  
۸٫۰۹ × ۱۰ି۲ ۲٫۴۲ × ۱۰ି۴   ۳۰  
۶٫۰۹ × ۱۰ି۲ ۱٫۶۰ × ۱۰ି۴   ۳۵  
۴٫۴۷ × ۱۰ି۶ ۶٫۱۲ × ۱۰ି۸   ۴۰  
۵٫۱۶ × ۱۰ି۲ ۲٫۴۱ × ۱۰ି۴   ۴۵  
۱٫۹۸ × ۱۰ି۳ ۸٫۳۶ × ۱۰ି۵   ۵۰  
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کممقایسه -۲جدول  ترین واریانس تابع توزیع تجمعی توزیع ی براوردهای ماکسیمم درستنمایی و نااریب با 
  وایبول

میانگین، میانگین مربع
 𝐹෠خطای 

میانگین، میانگین مربع
,𝐹෨ (𝛼خطای  𝛽) 𝑛 

۰٫۰۰۸۱۹ ۰٫۳۲۰۷۵ )۲٬۱٫۵(  ۱۰  
۰٫۰۰۵۲۱ ۰٫۳۲۸۳۲  ۱۵  
۰٫۰۰۳۸۲ ۰٫۳۲۹۹۳  ۲۰  
۰٫۰۰۳۰۸ ۰٫۳۳۰۶۷  ۲۵  
۰٫۰۰۲۴۰ ۰٫۳۳۰۹۰  ۳۰  
۰٫۰۰۲۱۷ ۰٫۳۳۱۹۰  ۳۵  
۰٫۰۰۱۸۳ ۰٫۳۳۳۰۶  ۴۰  
۰٫۰۰۱۷۰ ۰٫۳۳۳۲۴  ۴۵  
۰٫۰۰۱۴۵ ۰٫۳۳۳۷۳  ۵۰  
۰٫۰۰۷۶۹ ۰٫۳۲۱۱۴ )۳٬۰٫۵(  ۱۰  
۰٫۰۰۵۰۷ ۰٫۳۲۸۹۸  ۱۵  
۰٫۰۰۳۵۷ ۰٫۳۳۰۲۶  ۲۰  
۰٫۰۰۳۰۲ ۰٫۳۳۱۱۳  ۲۵  
۰٫۰۰۲۶۱ ۰٫۳۳۱۲۳  ۳۰  
۰٫۰۰۲۰۹ ۰٫۳۳۱۳۹  ۳۵  
۰٫۰۰۱۸۲ ۰٫۳۳۳۲۵  ۴۰  
۰٫۰۰۱۶۸ ۰٫۳۳۴۲۲  ۴۵  
۰٫۰۰۱۵۴ ۰٫۳۳۴۲۹  ۵۰  
۰٫۰۰۷۸۷ ۰٫۳۱۸۰۲ )۱٫۲۵٬۲٫۵(  ۱۰  
۰٫۰۰۵۲۶ ۰٫۳۲۶۷۵  ۱۵  
۰٫۰۰۳۷۹ ۰٫۳۲۷۱۲  ۲۰  
۰٫۰۰۳۰۳ ۰٫۳۳۰۳۷  ۲۵  
۰٫۰۰۲۵۱ ۰٫۳۳۳۵۲  ۳۰  
۰٫۰۰۲۱۳ ۰٫۳۳۴۱۳  ۳۵  
۰٫۰۰۱۸۳ ۰٫۳۳۵۰۴  ۴۰  
۰٫۰۰۱۶۸ ۰٫۳۳۵۶۵  ۴۵  
۰٫۰۰۱۶۵ ۰٫۳۳۶۰۲  ۵۰  
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ترین واریانس تابع توزیع  ی براوردهای ماکسیمم درستنمایی و نااریب با کممقایسه-۲ی جدول ادامه
  تجمعی توزیع وایبول

میانگین، میانگین مربع
 𝐹෠خطای 

میانگین، میانگین مربع
,𝐹෨ (𝛼خطای  𝛽) 𝑛 

۰٫۰۰۷۸۲ ۰٫۰۳۲۱۱ )۰٫۵٬۰٫۵(  ۱۰  
۰٫۰۰۵۱۰ ۰٫۰۳۲۸۲  ۱۵  
۰٫۰۰۳۸۶ ۰٫۰۳۲۹۵  ۲۰  
۰٫۰۰۳۱۳ ۰٫۰۳۲۱۰  ۲۵  
۰٫۰۰۲۴۹ ۰٫۰۳۳۱۴  ۳۰  
۰٫۰۰۲۱۷ ۰٫۰۳۳۲۰  ۳۵  
۰٫۰۰۱۸۵ ۰٫۰۳۳۱۸  ۴۰  
۰٫۰۰۱۶۷ ۰٫۰۳۳۲۳  ۴۵  
۰٫۰۰۱۴۸ ۰٫۰۳۳۲۹  ۵۰  

  

  های واقعی تحلیل با داده -۲-۴
وردگرهــای ای بر هــای واقعــی بــه مقایســه در ایــن بخــش بــا اســتفاده از یــک مجموعــه داده

هـای چگـالی  طور یکنواخـت تـابع واریـانس بـه تـرین کمماکسیمم درستنمایی و نااریـب بـا 
زاده و  ها کـه در یعقـوب این مجموعه داده پردازیم. احتمال و توزیع تجمعی توزیع وایبول می

ــران [ ــه۱دیگ ــاف شیش ــت الی ــه مقاوم ــوط ب ــده، مرب ــزارش ش ــخامت  ] گ ــه ض  ۱٫۵های ب
ایم ابتـدا بـه روش زیـر  را معلـوم در نظـر گرفتـه 𝛼ر ایـن مقالـه متـری اسـت. چـون د سانتی

دانیم  گیـریم. مـی در نظر می 𝛼ی  شده عنوان مقدار معلوم دست آورده و به به 𝛼وردی برای ابر
𝑈که تابع چگالی احتمال  = (𝛽𝑋)ఈ ،ℎ(𝑢) = 𝑒ି௨, 𝑢 > 𝛼(log𝛽  است. از طرفی داریم: ۰ + log𝑋) = log𝑈 𝑉𝑎𝑟[𝛼(log𝛽 + log𝑋)] = 𝑉𝑎𝑟(log𝑈) 

𝑉𝑎𝑟(log𝑈)با توجه به  = గ۲

    :آوریم دست می ی زیر را به ]) رابطه۱۱منون [، (۶

𝛼 = ൜ ۶గ۲ ቂ∑ (log𝑋௜)۲௡௜ୀଵ − (∑ log𝑋௜௡௜ୀଵ )۲ 𝑛ൗ ቃ (𝑛 − ۱)ൗ ൠି۱
۲  
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𝛼ها  که به کمک این مجموعه داده =  𝛼آید. با توجه به این مقدار  دست می به ۴٫۹۳۲۳۶۹
های دوم و سوم، مقـادیر لگـاریتم تـابع درسـتنمایی، معیـار اطـلاع  و بر اساس نتایج بخش

کائیــک، معیــار اطــلاع بیــزی و آمــاره ــا -ی آزمــون کولموگــوروف آ مقــدار -𝑝اســمیرنوف ب
های چگالی احتمال و توزیع تجمعـی  تابعبراورد و نمودارهای   هیارا ۳اش در جدول  مربوطه

نشان داده شـده اسـت کـه همـه دلالـت بـر بهتـر  ۳و  ۲های  در شکلترتیب  توزیع وایبول به
  طور یکنواخت دارند. واریانس به ترین کمنااریب با براورد بودن روش 

  
هـای چگـالی احتمـال و توزیـع  مقادیر لگاریتم تابع درستنمایی، اطلاع اکائیک، اطلاع بیـزی تابع -۳جدول 

  تجمعی توزیع وایبول

معیار اطلاع 
  بیزی

لگارتیم تابع 
  مقدار-𝑝  روش براورد  درستنمایی

ی آزمون  آماره
-کولموگروف
  اسمیرنوف

معیار اطلاع 
  بیزی

ماکسیمم   -۱۶٫۳۷  ۳۴٫۷۴
  ۴۱٫۰۳  ۰٫۱۹۵۸  ۰٫۰۱۶  درستنمایی

نااریب با   -۱۶٫۲۱  ۳۴٫۴۲
  ۴۰٫۷۱  ۰٫۱۹۲۱  ۰٫۰۱۹  ترین واریانس کم

  

هـای ماکسـیمم درسـتنمایی و نااریـب بـا  تابع چگالی احتمال توزیع وایبول بـه روشبراورد نمودار  -۲شکل   
  واریانس  ترین کم

x
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هـای ماکسـیمم درسـتنمایی و نااریـب بـا  تابع توزیع تحمعی توزیـع وایبـول بـه روشبراورد نمودار  -۳شکل   
 واریانس ترین کم
  

  گیری  بحث و نتیجه -۵
چگـالی احتمـال و توزیـع تجمعـی  هـای  درسـتنمایی تابعهای ماکسـیمم  وردادر این مقاله بر

سـازی مونـت کـارلو و یـک مجموعـه  آورده و بـا اسـتفاده از شبیه دسـت توزیع وایبـول را به
طور یکنواخت بهتـر از  واریانس به ترین کمنااریب با براورد های واقعی نشان دادیم که  داده

 تـرین کمنااریـب بـا بـراورد تیم کـه ماکسیمم درستنمایی اسـت. همچنـین نتیجـه گـرفبراورد 
اش بهتر بوده و با بـزرگ شـدن  ماکسیمم درستنماییبراورد از  𝛽طور یکنواخت  واریانس به 𝛼  شود.   گر یکسان میبراورد کارایی این دو  

  توضیحات
 )(Maximum Likelihood Estimator (MLE)ماکسیمم درستنمایی براورد  .۱
 طور یکنواخت واریانس به ترین کمنااریب با براورد  .۲

 )Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator (UMVUE)( 
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  )Mean Squre Error (MSE)میانگین مربع خطا ( .۳
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