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  249 - 229 ، صص1395 پاييز و زمستان، 2  ي ، شماره27سال   

  دار مکاتبات ی عهده نویسنده* 
  ۱۳۹۷٫۴٫۱۶ :، پذیرش۱۳۹۵٫۱۱٫۲۶ :دریافت

 

  های اقتصادی بر اساس آن و نابرابری یافته تعمیمتوزیع لامبدای 

 *،†غلامرضا محتشمی برزادرانو  ‡مرتضی محمدی، †الهه کدخدا
  دانشگاه فردوسی مشهد  †
  دانشگاه زابل ‡

ــده ـــدا  :چکی ـــه ابتـ ـــن مقالـ ـــدهدر ایـ ـــان شـ ـــه بیـ ـــدای تعمــیم یافتـ ـــع لامبـ ســپس  ،توزیـ
هـای لـورنتس  و منحنی هـای نـابرابری فرونی و زنگـا و شـاخص ، بـون۱های لورنتس نیحمن

 شـده  بیانچند شکل پارامتری لورنتس  آنگاه. شـود ارایـه می توزیع سلسله مراتبی بـرای این
هـای  ای بــورس اوراق بهـادار تهـران، ایـن شـکلهـ هـای درامـد شـرکت و با استفاده از داده
توزیــع لامبـدای تعمـیم یافتـه مقایسـه و  بـاهای سلسله مراتبـی متنـاظر  پارامتری با منحنی

 .شود تحلیل می

شــاخص ؛ شــاخص زنگــا؛ منحنــی لــورنتس؛ یافتــه تعمیمتوزیــع لامبــدای  :یدیــلکواژگــان 
  .فرونی بون

  مقدمه -۱
و ثـروت در بـین اقشـار مختلـف  درامد ی توزیع ناعادلانهیکی از مشکلات جوامع امروزی، 

ی ایـن نـابرابری توجـه  رو محاسبه  از این. جامعه و بروز نابرابری اقتصادی در جامعه است
در واقع اقتصـاددانان . گذاران را به خود جلب کرده است بسیاری از اقتصاددانان و سیاست

کـه   طوری در جامعه هستند به درامدنابرابری کمی از وضعیت   ی یک اندازه ی ارایهبه دنبال 
  .را منعکس کند درامدبتواند به خوبی نابرابری 

و ارزیـابی  درامـداز یک منحنی بـرای نشـان دادن توزیـع  ماکس اوتو لورنز ۱۹۰۵در سال 
چند سال . ]۱۰[ شود نابرابری استفاده کرد که امروزه این نمودار، منحنی لورنتس نامیده می
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بــر اســاس منحنــی  درامــد، کــورادو جینــی بــرای ســنجش میــزان نــابرابری تسلــورنپــس از 
گیری نابرابری در جامعـه  اهمیت و حساسیت اندازه. لورنتس، ضریب جینی را معرفی نمود

از جملـه ایـن معیارهـا . شـود نهـاد پیشها و معیارهای دیگری برای آن  موجب شد که اندازه
هـای  شـاخص. دکـرشاخص زنگا اشاره و منحنی و  فرونی بونتوان به منحنی و شاخص  می
شـوند، لـذا بـا توجـه بـه اهمیـت  و زنگا نیز بر اساس منحنی لورنتس تعریف مـی فرونی بون

هـای پـارامتری  ، مـدلدرامـدهـای اقتصـادی و آمـاری نـابرابری  منحنی لـورنتس در تحلیـل
، ]۱۳[همکـاران ، راسـچ و ]۶[های لورنتس توسـط کـاکوانی و پـودر  متعددی برای منحنی

  .شده است نهاد پیش] ۱۵[، و سارابیا ]۸[، کلیبر ]۲[چوتیکا پانیچ 
هـا بـه ایـن  یکـی از ایـن روش .های متنوعی برای یـافتن منحنـی لـورنتس وجـود دارد روش

استفاده کـرده و بـا اسـتفاده  درامدپارامتری مناسب توزیع  ی ترتیب است که از یک خانواده
پـارامتری از  ی در روش دیگر یـک خـانواده. آوریم دست می را بهاز تعریف، منحنی لورنتس 

کننـد را انتخـاب کـرده و پارامترهـای  هایی که در شرایط منحنی لـورنتس صـدق مـی منحنی
  .یابیم مناسب آن را می

در . ی استدرامدهای پرکاربرد در مباحث  یافته یکی از توزیع از طرفی توزیع لامبدای تعمیم
و برخـی از  شـده اسـتاسـتفاده  درامدعنوان توزیع  به یافته تعمیماین مقاله از توریع لامبدای 

هـا  های نابرابری متناظر با آن و زنگا و شاخص فرونی بونهای لورنتس،  های منحنی ویژگی
یافتـه، در بخـش سـوم  دای تعمیمبـبـه ایـن منظـور در بخـش دوم توزیـع لام. شود میبررسی 

منحنی لورنتس متناظر با این خانواده و در بخش چهارم چنـد شـکل پـارامتری لـورنتس و 
فرونی  های زنگـا و بـون در بخش پنج و شش منحنی. جینی آن بیان شده است های ضریب

های پـارامتری  ی شـکلاهـا بـر یافته و در بخش هفتم ایـن منحنی لامبدای تعمیمبرای توزیع 
های  شرکت درامدهای اقتصادی برای  بخش هشتم نابرابریدر . لورنتس محاسبه شده است
هـای پـارامتری بـا منحنـی لـورنتس سلسـله   شـکلو  دست آمده بهبورس اوراق بهادار تهران 

  . شده استمقایسه  یافته تعمیممراتبی متناظر با توزیع لامبدای 

  یافته خانواده توزیع لامبدای تعمیم -۲
، تعمیم توزیـع تـک پـارامتری تـوکی اسـت کـه در سـال ۲(GLD)یافته  توزیع لامبدای تعمیم

چهـار  GLD ۳اولـین روش پـارامتری کـردن. معرفی شـده اسـت ]۱۷[ توسط توکی ۱۹۶۰
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شـهرت دارد و بـه  RS۴کردنـد کـه بـه روش  نهـاد پیش] ۱۱[پارامتری را رمبرگ و اشـمیزر 
  :شود که عبارت است از اش مشخص می کمک تابع چندکی

ܳோௌሺݑሻ ൌ ۱ߣ ൅
௨
ഊ۳ିሺ۱ି௨ሻഊ۴

ఒ۲
ݑ							 ∈ ሾ۰, ۱ሿ, 

 
ݔ و تابع چگالی آن در نقطه ൌ   ):]۷[(به صورت زیر است  ሻݑ۱ሺିܨ

ோ݂ௌሺݑሻ ൌ
۲ߣ

ݑ۳ߣ
ఒ۳ି۱ ൅ ۴ߣ ቀ۱െ ቁݑ

ఒ۴ି۱
ݑ							, ∈ ቂ۰, ۱ቃ. 

 
وجود دارند که تابع  ۴λو  ۳λی از مولمع های اظهار داشتند ترکیب ]۱۲[رمبرگ و همکاران 

تـر خواننـده را بـه  دقیـق ی برای مطالعه. نیستتوزیع احتمالی معتبر  یک ها در آن بالاتوزیع 
  .دهیم ارجاع می ]۷[ کاریان و دودویکز
,۳ߣቀگـاه  برای توسیع تکیه ,۳ߣቀی  صـفحه ی روی همـه 	۴ቁߣ  ]۳[ ، فریمـر و همکـاران۴ቁߣ

مشـهور اسـت و بـه  FMKL ۵را معرفـی کردنـد کـه بـه GLDشکل پـارامتری متفـاوتی از 
  :شود تعریف میصورت زیر 

ܳிெ௄௅ሺݑሻ ൌ ۱ߣ ൅
۱
ఒ۲
൭
௨
ഊ۳ି۱
ఒ۳

െ	
ቀ۱ି௨ቁഊ۴ି۱

ఒ۴
൱ ݑ						, ∈ ቂ۰, ۱ቃ, 

  
,۳ߣቀی  صفحه ی  که بر روی همه   :تعریف شده است و تابع چگالی آن برابر است با ۴ቁߣ

  
ி݂ெ௄௅ሺݑሻ ൌ

۲ߣ

ݑ
ఒ۳ି۱ ൅ ቀ۱െ ቁݑ

ఒ۴ି۱
ݑ							, ∈ ቂ۰, ۱ቃ. 

  
ـــر گ ـــین ا min همچن ቀ۳ߣ, ۴ቁߣ ൐ െ۱  ـــانگین ـــن صـــورت می     و RS – GLDدر ای

FMKL – GLD ۹[ لاخانی و موزر(آید  می دست بهزیر  های هاز رابط[(:  

)۱(

)۲(
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μோௌ ൌ ۱ߣ ൅

۱
ఒ۲
ቆ

۱
۱ାఒ۳

൅
۱

۱ାఒ۴
ቇ, 

μிெ௄௅ ൌ ۱ߣ െ
۱

ఒ۲ఒ۳
൅

۱
ఒ۲ఒ۴

൅
۱
ఒ۲
൭

۱
ఒ۳൬۱ାఒ۳൰

െ
۱

ఒ۴൬۱ାఒ۴൰
൱. 

  یافته لامبدای تعمیم عمنحنی لورنتس متناظر با توزی -۳
بـا دامنـه  ሻݔሺܨ ، بـرای هـر تـابع توزیـع تجمعـی]۴[درحالت کلی طبق تعریف گاسـتویرث 

بـه صـورت زیـر  ، منحنـی لـورنتسμعداد حقیقی نامنفی و میـانگین متنـاهی ازیرمجموعه 
  :شود تعریف می

ሻݑሺܮ ൌ
۱
ஜ
׬ ۱௨ିܨ
଴

ሺݐሻ݀,ݐ											ݑ ∈ ቂ۰, ۱ቃ, 
  

ሻݐ۱ሺିܨ که در آن ൌ sup	ሼܨ|ݔሺݔሻ ൑  ]۰,۱[ بر ܮ)۵(ی  با توجه به رابطه. باشد می ሽݐ
ሺ۰ሻܮ پیوســته اســت و 	ൌ ሺ۱ሻܮ و ۰	 	ൌ ــین ۱ ــابع صــعودی و محــدب  ܮ همچن یــک ت

باشد منحنی لورنتس یـک توزیـع آمـاری  بالاهای  برعکس، هرتابعی که دارای ویژگی. است
در  درامـدگیری میـزان نـابرابری  های سنجش و اندازه ترین شاخص یکی از مهم. معین است

ن یضریب جینی است که بـرای نخسـت ،شود عریف میجامعه که بر اساس منحنی لورنتس ت
  :شود صورت زیر تعریف می معرفی شد و به ۱۹۱۲بار توسط کورادو جینی در سال 

ܩ ൌ ۱െ ׬۲ ሻݑሺܮ
۱
۰  .ݑ݀

تعیـین تـابع چنـدکی از  ،های لـورنتس پارامتری منحنی ی های ساخت خانواده یکی از روش
توزیـع  ی خانواده. استی آن  یک تابع توزیع تجمعی مناسب و تولید منحنی لورنتس بر پایه

شـود یکـی از بهتـرین  اش مشـخص مـی چنـدکیبـا تـابع کـه  دلیـل ایـن به یافته تعمیملامبدای 
  .استهای شناخته شده در این زمینه  خانواده

 RS – GLDمنحنی لـورنتس را بـا اسـتفاده از  ]۱۴[ ، سارابیا و همکاران۱۹۹۷در سال 
 RSبا روش پارامتری کردن  یافته تعمیمدارای توزیع لامبدای  ܺ فرض کنید. دندآور دست به

)۳(

)۴(

)۵(

)۶(
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برابـر  RS – GLDباشد، در این صورت با استفاده از تعریف منحنی لـورنتس متنـاظر بـا 
  :است با

ሻݑோௌሺܮ ൌ
۱

ఓ౎౏
቎ݑ۱ߣ ൅

۱
ఒ۲
ቐ௨

ഊ۳శ۱

ఒ۳ା۱
൅	

ቀ۱ି௨ቁഊ۴శ۱ି۱
ఒ۴ା۱

ቑ቏.  
 

تعریـف ) ۴λ,۳λ( ی صـفحه ی روی همـه RS – GLDچـه توضـیح داده شـد،  با توجه بـه آن
نـی لـورنتس بـر را در نظـر گرفتـه و منح FMKLاین روش پارامتری کردن  بر بنا. شود نمی

  .شود محاسبه میاساس آن 
ሻݑிெ௄௅ሺܮ ൌ

۱	
ఓూ౉ేై

൬ܣ ൅ ݑܤ ൅ ݑܥ
ఒ۳ା۱ െ ሺ۱ܣ െ ሻݑ

ఒ۴ା۱	൰ 
 :آنکه در 

ܣ ൌ െ
۱

ఒ۲ఒ۴൬۱ାఒ۴൰
, 

ܤ ൌ ۱ߣ െ
۱

۱ାఒ۳
൅

۱
۱ାఒ۴

, 

ܥ ൌ
۱

ఒ۲ఒ۳ሺ۱ାఒ۳ሻ
. 

 
گـاه  که تعریف منحنی لـورنتس فقـط بـرای یـک تـابع توزیـع تجمعـی بـا تکیـه با توجه به این

نامنفی و امید ریاضی متناهی معتبر است، در ادامه شروط لازم برای حقیقی بودن منحنـی 
  :کنیم های زیر را بررسی می منحنی ی خانوادهلورنتس 

 
ሻݑሺܮ ൌ ߙ ൅ ݑߚ ൅ ݑߛ

ఋ۱ା۱ ൅ ሺ۱െߟ ሻݑ
ఋ۲ା۱. 

 
هـای لـورنتس  هـای لـورنتس را کـه ترکیبـی از دیگـر منحنـی یک خانواده از منحنـیتازگی  به
معرفی شده اسـت کـه در ایـن دیـدگاه از هـر  ۶)های لورنتس سلسله مراتبی منحنی(باشد  می

  .خواهد بود ۰ܮ ی های بعدی تعمیمی از مدل اولیه ی منحنی منحنی لورنتس دنباله
 :دهد های سلسله مراتبی زیر را نتیجه می منحنی) ۱۲(تابعی  شکل

)۷(

)۸(

)۹( 

)۱۰( 
)۱۱( 

)۱۲( 
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ሻݑ۰ሺܮ ൌ  ݑ

 
ሻݑ۱ሺܮ ൌ ቀ۱െ ቁߛ ݑ ൅ ݑߛ

ఋ۱ା۱,							۰ ൑ ߛ ൑ ۱, ۱ߜ ൒ ۰ 
 

ሻݑ۲ሺܮ ൌ ቀ۱ ൅ ݑቁߟ െ ሺ۱ߟ െ ሺ۱ െ ሻݑ
ఋ۲ା۱ሻ,			۰ ൑ ۲ߜߟ ൑ ۱	, ۲ߜ ൅ ۱ ൐ ۰ 

 
ሻݑ۳ሺܮ ൌ ሺ۱െ ߛ ൅ ݑሻߟ ൅ ݑߛ

ఋ۱ା۱ െ ሺ۱ߟ െ ሺ۱െ ሻݑ
ఋ۲ା۱ሻ, 

۱ߜ			 ൒ 0, ۲ߜ ൅ ۱ ൐ 0, ۲ߜߟ ൅ ߛ ൑ ۱	, ۲ߜߟ ൒ ۰ 
  

و ) ۱۴(و خــانواده ) ۱۶(و ) ۱۵(، )۱۴(هــای  حالــت خاصــی از خــانواده) ۱۳( ی خــانواده
  .است) ۱۶(حالت خاصی از ) ۱۵(

  ها جینی متناظر با آن های پارامتری لورنتس و ضریب شکلچند  -۴
عبـور ) ۱,۱(و ) ۰,۰(های منحنی لورنتس، هر تابع ریاضـی کـه از نقـاط  با توجه به ویژگی

. کنـد طور یکنواخت صعودی و محدب باشد، یک منحنی لورنتس را مشخص مـی کرده و به
 بیـانمـا در ایـن جـا بـه . انـد گرفته شدههای پارامتری زیادی برای این منحنی در نظر  شکل
و  ]۱۳[ ، راسـچ و همکـاران]۲[ ، چوتیکـا پـانیچ]۶[ ی کاکوانی و پودرنهاد پیشهای  مدل

جینـی  های ضـریب )۶( فرمـولاز پـردازیم و بـا اسـتفاده  مدل توزیـع پـارتوی کلاسـیک مـی
 .آوریم می دست بهرا  ۷پارامتری  شکل ،کدام متناظر با هر

جا، منحنـی لـورنتس پـارتوی کلاسـیک اسـت کـه  لورنتس تعریف شده در ایناولین منحنی 
  :برابر است با

ሻݑ஼௉ሺܮ ൌ ۱െ ሺ۱െ ሻݑ
ሺഀష۱ሻ
ഀ ߙ							, ൐ ۱ 

஼௉ܩ  ی و ضریب جینی آن از رابطه ൌ ۱
۲ఈି۱آید می دست به.  

)۱۳( 

)۱۴( 

)۱۵( 

)۱۶( 

)۱۷( 
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 :صورت زیر است به ]۶[ شده توسط کاکوانی و پودرنهاد پیشمنحنی لورنتس دو پارامتری 
  

ሻݑ௄௉ሺܮ ൌ ఈݑ exp ቄെߚ ቀ۱െ ቁቅݑ ߚ							, ൐ ۰, ߙ ൐ ۱  
 

ایـم کـه برابـر  آورده دسـت به mapleو ضریب جینی متناظر با این منحنی را بـا اسـتفاده از 
 :است با

௄௉ܩ ൌ െ
۱
ఉ
ሾሼെ۲ሺെߚሻఈ݁ିఉሽሼΓ ቀߙ ൅ ۱ቁ െ   ሻሽሿߚെ,ߙΓሺߙ

  
. Γሺߙ, ሻߚ ൌ ׬ ݁௧ݐఈି۱ஶ

ఉ ݐ݀   که در آن 
 

  های لورنتس منحنی ی خانواده ]۱۳[ راسچ و همکاران ۱۹۸۰در سال 
 

ሻݑோ஺ሺܮ ൌ ቀ۱െ ቀ۱െ ቁݑ
ఈ
ቁ
ఉ
,									۰ ൏ ߙ ൏ ۱ ൏   ߚ

 
  ی برای این خانواده ضریب جینی از رابطه .را معرفی کردند

 

ோ஺ܩ ൌ ۱ െ ۲
ఈ
Β ൬

۱
ఈ
, ߚ ൅ ۱൰  

  
,Bሺܽ آید که در آن می دست به ܾሻ باشد تابع بتا می.  

  :کرد نهاد پیشتابعی زیر را  شکلنیز  ]۲[چونیکا پانیچ   
  

ሻݑ஼ுைሺܮ ൌ
௘ഃೠି۱
௘ഃି۱ ߜ									, ൐ ۰,  

  

஼ுைܩکه ضریب جینی متناظر با این خانواده نیز برابر است با  ൌ
௘ഃቀఋି۲ቁାሺఋା۲ሻ

ఋሺ௘ഃି۱ሻ.  
  

)۱۸( 

)۱۹( 

)۲۰( 
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  یافته تعمیممنحنی و شاخص زنگا بر اساس توزیع لامبدای  -۵
:صورت زیر تعریف کرد را به ۸، منحنی زنگا]۱۸[ زنگا ۲۰۰۷در سال   

ܼሺݑሻ ൌ ۱െ ௅ሺ௨ሻ

௨
∙

۱ି௨
۱ି௅ሺ௨ሻ.   

ܼሺݑሻ ایـن . سـنجش نـابرابری در نظـر گرفتـه شـود ای ی نقطـه عنوان یک اندازه تواند به می
. آید می دست بهای که شاخص زنگا نام دارد با میانگین گرفتن از منحنی زنگا  ی نقطه اندازه
  یعنی

ܼ ൌ ׬ ܼሺݑሻ݀ݑ
۱
۰ .  

  
 FMKL – GLDو RS – GLDحال این منحنی را بـرای هـر دو روش پـارامتری کـردن 

بـا روش  یافتـه تعمیمدارای توزیـع لامبـدای  ܺ فرض کنید متغیر تصـادفی. آوریم دست می به
بـا اسـتفاده از منحنـی لـورنتس متنـاظر بـا ایـن روش پـارامتری . باشد RSپارامتری کردن 

  :آید می دست بهمنحنی زنگا به این صورت ) ۲۱( ی و جایگذاری آن در رابطه) ۷(کردن 

ܼோௌሺݑሻ ൌ ۱െ
ఒ۱௨ା

۱
ഊ۲
ሺ
ೠ
ഊ۳శ۱

ഊ۳శ۱
ା
ሺ۱షೠሻ

ഊ۴శ۱
ష۱

ഊ۴శ۱
ሻ

௨
ൈ

ሺ۱ି௨ሻ

ఓೃೄି൞ఒ۱௨ା
۱
ഊ۲
൮ೠ

ഊ۳శ۱

ഊ۳శ۱
ା
ሺ۱షೠሻ

ഊ۴శ۱
ష۱

ഊ۴శ۱
൲ൢ

.  

منحنـی لـورنتس متنـاظر بـا . کنـیم جایگـذاری مـی) ۲۱( ی را در رابطـه) ۸(سپس عبارت 
  :برابر است با  FMKLروش پارامتری کردن 

ܼிெ௄௅ሺݑሻ ൌ ۱െ ܣ ൅ ݑܤ ൅ ݑܥ
ఒ۳ା۱ ൅ ሺ1ܦ െ ሻݑ

ఒ۴ା۱

ݑ

ൈ
ቀ۱െ ቁݑ

ிெ௄௅ߤ െ ቆܣ ൅ ݑܤ ൅ ݑܥ
ఒ۳ା۱ ൅ ܦ ቀ۱െ ቁݑ

ఒ۴ା۱ቇ
 

 

)۲۱( 

)۲۲( 

)۲۳( 

)۲۴( 
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 دســت بهنیــز منحنــی زنگــا را ) ۱۶(و ) ۱۵(، )۱۴(هــای  بــه همــین ترتیــب بــرای خــانواده
  :آوریم می

ܼ۱ሺݑሻ ൌ ۱െ ቀ۱ିఊቁ௨ାఊ௨ഃ۱శ۱

௨
∙

ቀ۱ି௨ቁ
۱ିቀ۱ିఊቁ௨ିఊ௨ഃ۱శ۱

, 
																																																																																					۰ ൑ ߛ ൑ ۱, ۱ߜ ൒ ۰ 

ܼ۲ሺݑሻ ൌ ۱െ ቀ۱ାఎቁ௨ିఎሺ۱ିሺ۱௨ሻഃ۲శ۱ሻ
௨

ൈ
ቀ۱ି௨ቁ

۱ିቀ۱ାఎቁ௨ାఎሺ۱ିሺ۱ି௨ሻഃ۲శ۱ሻ
, 

                                                                  ۰ ൑ ۲ߜߟ ൑ ۲ߜ			,۱ ൅ ۱ ൐ ۰ 
 
ܼ۳ሺݑሻ ൌ ۱ െ ቀ۱ିఊାఎቁ௨ାఊ௨ഃ۱శ۱ିఎሺ۱ିሺ۱ି௨ሻഃ۲శ۱ሻ

௨
ൈ	

ቀ۱ି௨ቁ

۱ିቀ۱ିఊାఎቁ௨ିఊ௨ഃ۱శ۱ାఎሺ۱ିሺ۱ି௨ሻഃ۲శ۱ሻ
, 

۱ߜ																																														 ൒ ۰, ۲ߜ ൅ ۱ ൐ ۰, ۲ߜߟ ൅ ߛ ൑ ۱	, ۲ߜߟ ൒ ۰ 

  یافته تعمیمی توزیع لامبدای  بر پایه فرونی بوننحنی و شاخص م -۶
و تـابع  ܨو تابع توزیع  ݂ یک متغیر تصادفی پیوسته ونامنفی با تابع چگالی ܺفرض کنید 

 شـود صـورت زیـر تعریـف مـی بـه ܺ متغیر تصـادفی ۹فرونی بونمنحنی . باشد ۱ିܨ چندکی
])۱([: 

ሻݑሺܤ ൌ ௅ሺ௨ሻ

௨
. 

ܤ	فرمــولنیــز از  فرونی بــونشــاخص  ൌ ۱െ ׬ ሻݑሺܤ
۱
۰ اهمیــت  .آیــد دســت مــی بــه  ݑ݀

و فقـر موجـب شـده تـا  درامـددر علم اقتصـادی بـرای بررسـی  فرونی بونمنحنی و شاخص 
در ایـن قسـمت منحنـی . دسـت آورنـد هـای مختلـف بـه ای توزیـعرباین شاخص را محققان 

دارای توزیـع  ܺاگـر . آوریـم مـی دسـت به یافتـه تعمیمرا بر اساس توزیـع لامبـدای  فرونی بون
باشـد آنگـاه بـا اسـتفاده از ) ۷(و منحنـی لـورنتس ) ۱(با تابع چنـدکی  یافته تعمیملامبدای 
 :آید می دست به RS – GLDبرای  فرونی بونمنحنی ) ۲۸(ی  رابطه

)۲۵( 

)۲۶( 

)۲۷( 

)۲۸( 
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Bோௌሺݑሻ ൌ
۱

௨ఓೃೄ
൮ݑ۱ߣ ൅

۱
ఒ۲
ቌ௨

ഊ۳శ۱

ఒ۳ା۱
൅	

ቀ۱ି௨ቁഊ۴శ۱ି۱
ఒ۴ା۱

ቍ൲.  

  :برابر است با ۸و منحنی لورنتس ) ۲(بر اساس تابع چندکی  فرونی بونهمچنین منحنی 
Bிெ௄௅ሺݑሻ ൌ

۱
௨ఓಷಾ಼ಽ

൬ܣ ൅ ݑܤ ൅ ݑܥ
ఒ۳ା۱ െ ሺ۱െܣ ሻݑ

ఒ۴ା۱	൰  
 

بیــان ) ۴(و  )۱۱(، )۱۰(، )۹(هــای  ترتیــب در عبــارت بــه μFMKLو  A ،B ،Cکــه در آن 
شــده در  هــای معرفــی بــرای منحنــی فرونی بــوندســت آوردن شــاخص  بــرای بــه. شــده اســت

  :محاسبه شودکافی است مقدار انتگرال زیر ) ۳۰(و ) ۲۹(های  عبارت
B ൌ ۱െ lim

௔→۰శ,௕→۱ష ׬ ݑሻ݀ݑሺܤ
௕
௔   

دسـت  را بـه فرونی بـوننیـز منحنـی ) ۱۶(و ) ۱۵(، )۱۴(هـای  روش مشابه برای خانواده به
  :ترتیب برابر است با آوریم که به می

B۱ሺݑሻ ൌ
ቀ۱ିఊቁ௨ାఊ௨ഃ۱శ۱

௨
,							۰ ൑ ߛ ൑ ۱, ۱ߜ ൒ ۰ 

B۲ሺݑሻ ൌ
ቀ۱ାఎቁ௨ିఎሺ۱ିሺ۱ି௨ሻഃ۲శ۱ሻ

௨
, ۰ ൑ ۲ߜߟ ൑ ۱		, ۲ߜ ൅ ۱ ൐ ۰ 

B۳ሺݑሻ ൌ
ሺ۱ିఊାఎሻ௨ାఊ௨ഃ۱శ۱ିఎሺ۱ିሺ۱ି௨ሻഃ۲శ۱ሻ

௨
, 

۱ߜ																												 ൒ ۰, ۲ߜ ൅ ۱ ൐ ۰, ۲ߜߟ ൅ ߛ ൑ ۱	, ۲ߜߟ ൒ ۰ 

  .آید می دست به یافته تعمیممتناظر با توزیع لامبدای  فرونی بونبه این ترتیب منحنی 

  

)۳۰( 

)۲۹( 

)۳۱( 

)۳۲( 

)۳۳( 
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  لورنتس پارامتریهای   شکلو زنگا برای  فرونی بونهای  منحنی -۷
و منحنی زنگا با استفاده  فرونی بونآورد آنگاه منحنی  دست بهاگر بتوان منحنی لورنتس را 

هــای  شــکلبــرای  ۱در جــدول . راحتــی قابــل محاســبه هســتند بــه) ۲۸(و ) ۲۰(از روابــط 
  .آید دست می بهو منحنی زنگا  فرونی بونشده منحنی  بیان پارامتری

  های پارامتری شکلو منحنی زنگا متناظر با  فرونی بونمنحنی  -۱جدول 
   فرونی بونمنحنی   منحنی زنگا

۱ െ ሺ
۱
ݑ
െ ۱ሻ ቌቀ۱െ ቁݑ

ഀష۱
ഀ െ ۱ቍ , ߙ ൐ ۱ ۱

ݑ
ቌ۱െ ቀ۱െ ቁݑ

ഀష۱
ഀ ቍ , ߙ ൐ توزیع  ۱

  پارتو

۱െ	቎ݑఈି۱ exp ቄെߚ ቀ۱െ ቁቅሻቌݑ
۱െ ݑ

۱െ ఈݑ exp ቄെߚ ቀ۱െ ቁቅݑ
ቍ቏ ݑఈି۱ exp ቄെߚ ቀ۱ െ ቁቅݑ , ߙ ൐ ۱, ߚ ൐  کاکوانی ۰

۱െ ൭
۱െ u

ݑ
൱൮

ቀ۱െ ቀ۱ െ ቁݑ
ఈ
ቁ
ఉ

۱ െ ቀ۱െ ቀ۱െ ቁݑ
ఈ
ቁ
ఉ൲ , ۰ ൏ ߙ ൏ ۱ ൏ ۱ ߚ

ݑ
ቀ۱െ ቀ۱െ ቁݑ

ఈ
ቁ
ఉ
, ۰ ൏ ߙ ൏ ۱ ൏   راسچ ߚ

۱െ ሺ
۱െ ݑ

ݑ
ሻ൭

݁ఋ௨ െ ۱
݁ఋ െ ݁ఋ௨

൱ , ߜ ൐ ۰ ۱
ݑ
൭
݁ఋ௨ െ ۱
݁ఋ െ ۱ ൱ , ߜ ൐ چوتیکا  ۰

  پانیچ

  های اقتصادی در بازار بورس نابرابریکاربردی از  -۸
گـذاری در  هـای اقتصـادی، بازارهـای مـالی و رونـق سـرمایه دلیل گسترش فعالیت امروزه به

ر توســط اشــخاص حقیقــی و حقــوقی، ابازارهــای ســرمایه بــه خصــوص بــورس اوراق بهــاد
ترین ابزار  مهم ،ها آن ی دسترسی به اطلاعات درست و به موقع و تحلیل دقیق و واقع بینانه

بهینـه و مطلـوب از  ی هـای درسـت و کسـب منفعـت مـورد انتظـار و اسـتفاده اتخاذ تصـمیم
  .استامکانات مالی 
های مالی و رسم منحنی لورنتس، منحنـی زنگـا و  به داده GLD بخش برازش هدف از این

 ی از طرفـی بـرای مقایسـه. اسـتهای نابرابری  آوردن شاخص دست بهو  فرونی بونمنحنی 
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توسط دو  ها شکلشده، نیکویی برازش هر کدام از  های پارامتری معرفی شکلمیزان کارایی 
هـای  ضـریب جینـی و شـاخص(هـای نـابرابری  شود که معیـار اول انـدازه معیار سنجیده می

بـرای ایـن . خطـا اسـت دوم هـای تـوانمیـانگین  ی و معیار دوم محاسبه) و زنگا فرونی بون
ها را محاسـبه  و پارامترهای آن  ها برازش داده لورنتس را به دادههای پارامتری  شکلمنظور 

  .مددست آ های نابرابری به هزکرده و اندا
ر اشـده در بـورس اوراق بهـاد پذیرفتـه های شرکت ی همهآماری مورد مطالعه شامل  ی جامعه

جملـه از . انـد فعالیـت مسـتمر داشـته ۱۳۹۱تا پایـان  ۱۳۸۷تهران است که از ابتدای سال 
های مـالی  تر اطلاعات، نظارت بر صورت آماری شفافیت بیش ی دلایل انتخاب این جامعه

ر، در مقایسه با سـایر اهای عضو بورس اوراق بهاد و همچنین محیط اطلاعاتی قوی شرکت
افزار رهاورد نوین و سایت رسمی بورس اوراق  های مورد نیاز از نرم داده. باشد ها می شرکت
 .ه استشداستخراج ر تهران ابهاد

  پارامترها براورد -۱-۸
دسـت آورد  هـا بـه صـورت مسـتقیم بـا اسـتفاده از داده توان منحنـی لـورنتس را بـه اگرچه می

ی مفید درامدهای  پارامتری منحنی لورنتس برای داده براورد، اما )منحنی لورنتس تجربی(
اولـین کسـانی بودنـد کـه موفـق بـه  ]۶[ و کـاکوانی و پـودر ]۵[ گاسـتویرث. و ارزنده است

  :پارامتری لورنتس وجود دارد براوردحداقل دو روش برای . منحنی لورنتس شدند براورد
پارامترهـای  بـراوردو  درامـدبا یافتن یک تابع چگالی احتمـال مناسـب بـرای توزیـع  - ۱

منحنـی لـورنتس  ،پارامترهـا در تعریـف بـراوردتوزیع بـه روش مناسـب و جایگـذاری 
 .شود  می دبراور

هـا کـه در ایـن روش بـدون  پارامتری منحنـی لـورنتس روی داده شکل استفاده از یک - ۲
 .دهیم ها برازش می ها یک خانواده پارامتری لورنتس را به آن توجه به تابع چگالی داده

منحنــی لــورنتس را  بــراوردهــای مــورد مطالعــه بــا اســتفاده از هــر دو روش  حــال بــرای داده
ی اسـتفاده درامـدعنوان توزیـع  به یافته تعمیمدراین مقاله از توزیع لامبدای . آوریم دست می به

ی منحنی لـورنتس بـا اسـتفاده از روش اول، هاپارامتر براوردبرای یافتن  بنا بر این.ایم کرده
 بـراوردهای مختلف برازش داده و بـا اسـتفاده از روش  شرکت هایدرامد را به GLDابتدا 
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آوریم که در ایـن صـورت توزیـع  می دست بهپارامترهای توزیع را ) ]۱۶[(درستنمایی  بیشینه
  :حاصل برابر است با

 
GLDୖୗሺ۴۸۶۸۸٫۸, െ۰٫۰۰۰۰۰۴۸۷, െ۰٫۰۴۲۷۹, ۰٫۲۹۷۵۳ሻ  
GLD୊୑୏୐ሺ۷۷۰۲۲٫۴, ۰٫۰۰۰۰۰۹۷۵۹, ۱٫۶۸۸۸۷۶, ۰٫۰۶۹۱۰۶ሻ  

  
  ،GLDکنـــــیم در هـــــر دو روش پـــــارمتری کـــــردن  طـــــور کـــــه ملاحظـــــه مـــــی همـــــان

min ቀ۳ߣ, ۴ቁߣ ൐ െ۱  استاین میانگین در هر دو روش موجود و متناهی  بر بنا .است 
  و RS – GLDتـــوان منحنـــی لـــورنتس را بـــرای  و بـــا توجـــه بـــه تعریـــف مـــی

 FMKL – GLD آورد دست به.  
ــرای  ــین ب ــت بههمچن ــای  دس ــتفاده از روش دوم، پارامتره ــا اس ــورنتس ب ــی ل آوردن منحن

  .آوریم می دست به R در نرم افزار nlsهای لورنتس پارامتری را با استفاده از تابع  منحنی
متری لورنتس نیاز به معیاری است که بتوانیم با توجـه اهای پار شکلآوردن  دست بهپس از 

هـای دوم خطـا  بـرای ایـن منظـور از میـانگین تـوان. را تشـخیص دهـیم شکلبه آن بهترین 
(MSE) کنیم زیر استفاده می ی با رابطه:  

ܧܵܯ ൌ
۱
௡
∑ ሺܮሺݑ௜ሻ െ ,௜ݑሺܮ ෠ሻሻߠ
௡
௜ୀ۱ .  

بـرای را های پارامتری لورنتس و میانگین تـوان دوم خطـا  شکلپارامتر  براورد ۲در جدول 
  .ایم دست آورده ر تهران بهای بازار بورس اوراق بهاددرامدهای  داده

هـای پـارامتری را  شـکلتـوانیم  اند مـی خلاصه شده ۲که در جدول  MSEبا توجه به مقادیر 
  :صورت زیر مرتب کنیم های دوم خطا به برحسب میانگین توان

 

۳ܮ ൏ ۱ܮ ൏ ோ஺ܮ ൏ ۲ܮ ൏ ஼ுைܮ ൏ ௄௉ܮ ൏   ஼௉ܮ
  

 شـکلهای بازار بورس تهران، مربـوط بـه  شرکت درامدعبارت دیگر بهترین برازش برای  به
هـای پـارامتری، بـرای  شکلپارامترهای  براوردپس از . باشد می ۱ܮشکل و پس از آن  ۳ܮ

ــرین روش  ــاب بهت ــه و انتخ ــام مقایس ــراوردانج ــرین  ب ــکلو بهت ــار ش ــیاپ ــوانیم  متری م ت
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و  فرونی بـونابتدا منحنی لورنتس و منحنـی . ها رسم کنیم های نابرابری را برای داده منحنی
  .کنیم رسم می ۳ܮو  FMKL – GLDو  RS – GLDمنحنی زنگا را برای 

   .های پارامتری لورنتسشکلپارامترهایبراورد-۲جدول
MSE پارامتری شکلپارامترهابراورد  

۱෢ߜ ۰٫۰۰۰۱۳۱۴۰ ൌ ۳٫۵۹۵۸ , ොߛ ൌ  ۱ܮ ۰٫۶۸۰۰

۲෢ߜ  ۰٫۰۰۰۱۷۸۶۳ ൌ ۰٫۰۷۵۳ , ߟ̂ ൌ  ۲ܮ ۱۲٫۲۴۰۳

۱෢ߜ  ۰٫۰۰۰۰۰۱۹۲ ൌ ۵٫۷۵۲۵ , ොߛ ൌ ۰٫۴۶۴۲ 
۲෢ߜ ൌ ۲٫۳۳۶۴ , ߟ̂ ൌ  ۳ܮ ۰٫۱۸۶۱

ොߙ  ۰٫۰۰۲۵۹۹۴۴ ൌ ۱٫۷۰۰۲۵ Lେ୔ 

ොߙ  ۰٫۰۰۰۹۱۸۲۳ ൌ ۱٫۰۹۳۳ , መߚ ൌ  ௄௉ܮ ۱٫۷۲۰۲

ොߙ  ۰٫۰۰۰۱۶۰۴۳ ൌ ۰٫۶۹۶۹ , መߚ ൌ  ோ௉ܮ ۱٫۷۱۲۱

መߜ  ۰٫۰۰۰۲۷۷۸۲ ൌ  ஼ுைܮ ۳٫۰۷۷۱
 

  
 .۳ܮپارامتری  شکلو  FMKL-GLDو  RS-GLD منحنی لورنتس متناظر با - ۱ شکل
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نسـبت بـه منحنـی  ۳ܮپـارامتری  شکلمنحنی لورنتس  دهد نشان می ۱طور که شکل  همان
هـا منطبـق شـده  بهتـر بـر منحنـی تجربـی داده FMKL – GLDو  RS – GLDلورنتس 

 ،باشـد بـراوردمنحنـی از بـین دو روش  بـراوردف انتخـاب روش دبه عبارتی اگـر هـ. است
بهتـر  یافتـه تعمیمپارامتری لورنتس متناظر با توزیـع لامبـدای  شکلروش دوم یعنی برازش 

و  GLDای بین دو روش پارامتری کردن  اما اگر بخواهیم در روش اول مقایسه. خواهد بود
ها بـرازش داده شـده  بهتر به داده RS – GLD ،ها انجام دهیم منحنی لورنتس مربوط به آن

بـا  ها هایـن نتیجـ. تـر اسـت هـا نزدیـک و منحنی لورنتس آن به منحنی لـورنتس تجربـی داده
روش  MSE(شده، یکسان است  گفتههای  روش MSEآمده از مقایسه  دست به های هنتیج

ــارمتری کــردن  ــر RS – GLDپ ــرای  ۰٫۰۰۰۲۶۷۸ براب ــر FMKL – GLDو ب  براب
ــی ) اســت ۰٫۰۰۰۴۸۹۸ ــونحــال منحن ــرای  فرونی ب ــی زنگــا را ب  RS – GLDو منحن

 .کنیم رسم می ۳ܮو   FMKL– GLDو
  

  
  ۳ܮپارامتری  شکلو  FMKL-GLDو  RS-GLDمتناظر با  فرونی بونمنحنی  )الف( -۲ شکل

 .۳ܮپارامتری  شکلو  FMKL-GLDو  RS-GLDمنحنی زنگا متناظر با  )ب(
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 ی مشـابه نتـایجی اسـت کـه از مقایسـه )ب( ۲و  )الف( ۲های  آمده از شکل دست بهنتایج 
روش  ،باشـد بـراوردیعنـی اگـر هـدف انتخـاب روش . آمـد دسـت بهها  منحنی لورنتس داده

و یافتن پارامترهای منحنی لورنتس و منحنـی  GLDپارامتری متناظر با  شکلاستفاده از 
تـری بـر  ها بهتر است و انطباق بـیش آوردن این منحنی دست بهو منحنی زنگا و  فرونی بون

 RS – GLDهـای نـابرابری را بـرای  شاخص ۳در جدول . دارد رهای تجربی متناظ منحنی
  .ایم آورده دست بهها را  و همچنین مقدار تجربی این شاخص ۳ܮو  FMKL – GLDو 

  .GLDهای نابرابری متناظر با  شاخص -۳جدول 
  ضریب جینی فرونیبونشاخصشاخص زنگا
  تجربی  ۰٫۴۵۵۱  ۰٫۵۷۰۵  ۰٫۷۷۶۰
۰٫۷۷۹۳  ۰٫۵۶۹۸  ۰٫۴۴۴۲  RS-GLD 
۰٫۷۶۳۶  ۰٫۵۵۶۸  ۰٫۴۲۰۵  FMKL-GLD  
 ۳ܮ  ۰٫۴۴۴۸  ۰٫۵۷۰۴  ۰٫۷۷۵۹

کنـیم کـه ضـریب جینـی، شـاخص  مشـاهده مـی ۳هـای جـدول  بـه مقـادیر شـاخصبا توجـه 
هـا اسـت در  روش ی تـر از بقیـه کـم FMKL – GLDو شاخص زنگا متناظر با  فرونی بون
  .استتر  ها نزدیک به مقادیر تجربی آن ۳ܮها برای مدل  شاخص  که مقادیر این حالی

 :ضریب جینی معرفی کرد براوردکران پایین زیر را برای بررسی صحت  ]۵[ گاستویرث
ܩ ൒ ۱െ ∑ ሺݑ௜ െ ௜ሻݑሺܮ௜ି۱ሻሺݑ െ ௜ି۱ሻሻݑሺܮ

௡
௜ୀ۱   

۰ݑ		 که ൌ ܮ ቀ۰ݑቁ 	ൌ هـای بـازار بـورس  شـرکت درامـدهای  قدار این کران برای دادهم ۰
حـال . کنـد در این کـران صـدق مـی ۳ܮ پارامتری شکلشود و فقط  می ۰٫۴۴۴۶ تهران برابر

هـای  شـکل، یعنـی بـرازش مسـتقیم بـراورددوم  روش هـایی کـه ازبراوردبرای مقایسه بـین 
های لورنتس،  پارامتری، منحنی شکلاند و انتخاب بهترین  دست آمده پارامتری لورنتس، به

هـای  شـکلمنحنی لورنتس تجربی و  ۳شکل . کنیم ها رسم می را برای آن و زنگا فرونی بون
 شـود تقریبـاً طـور کـه ملاحظـه مـی همان. دهد شده را نشان می پارامتری لورنتس برازش داده

بسیار بـه  ۳ܮ شکلپارامتری به منحنی لورنتس تجربی نزدیک هستند اما های  شکل ی همه
  . استمنحنی لورنتس تجربی نزدیک 
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  .های پارامتری شکلمنحنی لورنتس متناظر با  - ۳شکل

هـای پـارامتری  شـکلو زنگـا را بـرای  فرونی بـونهای  پس از رسم منحنی لورنتس، منحنی
 .شود میرسم 

 
  .پارامتری های شکلمنحنی زنگا متناظر با )ب(  پارامتری  های شکلمتناظر با  فرونی بونمنحنی  )الف( -۴شکل

 شـکلو زنگـا  فرونی بـونهای  کنیم که منحنی مشاهده می )ب( ۴و  )الف( ۴های  در شکل
ایـن بـا توجـه بـه ایـن معیارهـای  بـر بنـا. اسـتتـر  های تجربـی نزدیـک به منحنی ۳ܮتابعی 

بهتـر،  ی بـرای مقایسـه. هـا بـرازش داده شـده اسـت بهتـر بـه داده  ۳ܮسنجش نـابرابری نیـز 
خلاصـه  ۴هـای پـارامتری در جـدول  شـکلو زنگـا  فرونی بـونهای  ضریب جینی و شاخص

 .شده است
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  .های پارامتری لورنتس شکلهای نابرابری متناظر با  شاخص -۴جدول 
   ضریب جینی  فرونی بونشاخص  زنگاشاخص 

  تجربی ۰٫۴۵۵۱ ۰٫۵۷۰۵ ۰٫۷۷۶۰
 ۱ܮ  ۰٫۴۳۶۹  ۰٫۵۳۶۵  ۰٫۷۴۲۴
 ۲ܮ  ۰٫۴۴۴۳  ۰٫۵۸۳۷  ۰٫۷۸۷۹
 ۳ܮ  ۰٫۴۴۴۸  ۰٫۵۷۰۴  ۰٫۷۷۵۹
۰٫۶۹۱۱  ۰٫۴۷۵۲  ۰٫۴۱۶۶  Lେ୔ 
 ௄௉ܮ  ۰٫۵۰۷۳  ۰٫۵۵۱۱  ۰٫۷۵۳۷
 ோ௉ܮ  ۰٫۴۵۲۲  ۰٫۵۹۰۷  ۰٫۷۹۶۳
 ஼ுைܮ ۰٫۴۴۶۷  ۰٫۵۸۰۱  ۰٫۷۸۰۵

  
در کـران  ஼ுைܮو  ௄௉ܮ، ۳ܮ هـای پـارامتری شـکل، دهـد نشـان می ۴طور کـه جـدول  همان

پـارامتری  شـکلهـا بایـد از ایـن چهـار  کنند و بـرای تحلیـل داده پایین گاستویرث صدق می
 تـرین میـانگین کـم ۳ܮکـه مـدل پـارامتری  شـدملاحظـه  ۲استفاده کنیم، از طرفی در جدول 

 شـکلاین با توجه به ایـن دو معیـار، از میـان ایـن چهـار  بر بنا. خطا را دارد های دوم توان
اسـت،  یافتـه تعمیمکه منحنی لورنتس متناظر با خـانواده توزیـع لامبـدای  ۳ܮ پارامتری مدل
هـای بـازار بـورس اوراق بهـادار تهـران دارد و  شـرکت درامدهای  تری با داده انطباق مناسب

طـور کلـی زیـاد بـودن  هبـ. های مذکور استفاده کنـیم دادهبرای تحلیل  شکلبهتر است از این 
، حــاکی از آن اسـت کـه بعضــی ۴و  ۳گیـری نـابرابری جـداول  هـای انــدازه مقـادیر شـاخص

تری از بورس اوراق بهادار را به خود  اند و سهم بیش تری داشته ها میزان فروش بیش شرکت
  .اند ی در بین جامعه مورد بررسی شدهامددرو موجب بروز نابرابری  اند اختصاص داده

 گیری بحث و نتیجه -۹
گیـری  هـای مـالی و اهمیـت انـدازه به داده یافته تعمیمبا توجه به برازش خوب توزیع لامبدای 

و نابرابری اقتصادی در جامعه، منحنی لورنتس را برای هر دو روش پـارامتری  درامدتوزیع 
. ایـم دسـت آورده بـههـای لـورنتس سلسـله مراتبـی متنـاظر بـا آن  کردن این توزیـع و منحنـی

ایم و در نهایت بـرای  را برای این توزیع محاسبه کرده فرونی بونهای زنگا و  همچنین منحنی
و  GLDشـده بـر اسـاس  هـای معرفـی میزان کارایی منحنـی لـورنتس و نـابرابری ی مقایسه
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هـای بـورس اوراق بهـادار تهـران  شـرکت درامـدها برای  شده، آن های پارامتری معرفی شکل
لـورنتس سلسـله مراتبـی متنـاظر بـا توزیـع   و به این نتیجه رسـیدیم کـه منحنـی شدمحاسبه 
  .ها دارد این شرکت درامدبهترین برازش را به  یافته تعمیملامبدای 
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