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در این مقاله پارامترهای مکان و مقیـاس توزیـع نمـایی دو پـارامتری بـه روش  چکیده:
شـود. بـا توجـه بـه اهمیـت  ی بـراورد میهـای سانسـور تصـادف بیزی و کلاسـیک بـا داده

هــای نمــایی دو پــارامتری بــا پــارامتر مکــانی  پــارامتر مکــانی، در زمــان سانســور توزیع
شــود. از آنجــایی کــه تــاکنون  یکســان ولــی پــارامتر مقیــاس مختلــف در نظــر گرفتــه می

ش استنباط درباره پارامتر مکان با داده سانسور تصادفی مورد بحث قرار نگرفتـه، بـراز
,ሺ۰و استفاده از توزیع نمایی در بازه  ∞ሻ  بـه ویـژه هنگـامی کـه حـداقل مشـاهدات در

تر ارائـه  هایی بـه مراتـب دقیـق ها به طور قابل توجهی بزرگ است، تخمین مجموعه داده
دهد. بنـابراین در ابتـدا بـراورد ماکسـیمم درسـتنمایی، واریـانس و فاصـله اطمینـان  می

ی بـراورد کلاسـیک از جملـه هـا روشادامه برخـی دیگـر از  مجانبی پارامترها ارائه و در
شـود. سـپس  گشـتاور و کمتـرین مربعـات نیـز بـه کـار گرفتـه می - Lروش گشتاوری، 

ــا اســتفاده از نمونــه گیری گیــبس تحــت تــابع زیــان آنتروپــی  بــرآورد بیــزی پارامترهــا ب
بحـث قـرار مـورد  HPDیافته با توزیع پیشین گاما معکوس و فواصـل اطمینـان  تعمیم
های تجربی براوردگرها بـا اسـتفاده  گیرد. در ادامه برخی از قابلیت اطمینان و ویژگی می
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شود. در پایـان  سازی مونت کارلو مقایسه و براورد کارا پیشنهاد می از یک مطالعه شبیه
  دو نمونه داده واقعی برای نشان دادن اهمیت پارامتر مکان آورده شده است.

ت یـ؛ برآورد ماکسیمم درستنمایی؛ بـراورد بیـزی؛ قابلیسور تصادفسانواژگان کلیدی: 
  های تجربی. نان و ویژگییاطم

  مقدمه -۱
ها  های زمان بقاء است که این داده تجزیه و تحلیل بقاء روشی برای تجزیه و تحلیل داده

شناسی،  های تولید کاربردی آن در پزشکی، زیست زمان واقعه هستند، که زمینه
شناسی  لینی، بهداشت عمومی، اپیدمیولوژی، مهندسی، اقتصاد و جمعیتآزمایشات با

های طول عمر و یا زمان خرابی  است و در نظریه قابلیت اطمینان به عنوان داده
ی آمارهای مختلف  های ناشناخته جامعه، از مدل شوند. برای بررسی ویژگی شناخته می

و غیره  XIIهای وایبول و بور نوع  در تجزیه و تحلیل قابلیت اطمینان از جمله توزیع
گیر  های بقا به طور کامل یک کار پرهزینه و وقت آوری داده شود. جمع استفاده می

های  است. و به این نکته باید توجه داشت که انواع مختلف طرح سانسور در آزمایش
 ، سانسور فزاینده و سانسور هیبریدIIو نوع  Iطول عمر، مانند سانسور معمولی نوع 

های سانسور، زمان سانسور شدن  گیرد. در بسیاری از این طرح مورد استفاده قرار می
شود. در عمل ما اغلب در شرایطی قرار  بینی می های سانسور شده پیش یا تعداد آیتم

شود. برای نمونه در آزمایشات  داریم که تعدادی آزمایش به صورت تصادفی حذف می
ز اتمام درمان با اخطار قبلی از رده خارج و یا بالینی یک بیمار ممکن است قبل ا

بمیرد. به طور مشابه، در مهندسی قابلیت اطمینان، ممکن است لازم باشد یک آیتم از 
جویی در وقت و پول،  یک آزمایش قبل از خرابی کامل آن، به علت شکستن یا صرفه

مختلف از های  از آزمایش خارج شود. هنگامی که اشیاء به طور تصادفی در زمان
شوند. سانسور تصادفی توسط  شوند، سانسور تصادفی شناخته می آزمایش حذف می

گرین ل، ، کرولی، کوزیو]۳[) معرفی شد. این نوع سانسور قبلاً توسط ۱۹۶۲گیلبرت (
) با استفاده از ۱۹۹۳)، سورگو و هوروات مورد بررسی قرار گرفته بود. کیم (۱۹۷۶(

تصادفی سانسور شده را مورد بحث قرار داد. بعدها، با های  آزمون نیکویی برازش داده
]، ۱۷]، [۱[، ]۱۰[)، ۲۰۰۲والاوادحی (]، ۱۳[سانسور شده،  یتصادف یها داده
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و غیره را تجزیه و تحلیل کرد و  ۲های مختلفی نظیر نمایی، رایلی، بور نوع  توزیع]۱۸[
  اند. یافته ارائه داده عمیم) برآورد بیزی برای سانسور نمایی ت۲۰۱۴(و اسلم ] ۸[اخیراً، 

  هدف مطالعه - ۲
در تمــام مطالعــات فــوق، زمــان شکســت و همچنــین زمــان سانســور از صــفر شــروع 

شود. در عمل، اکثر موارد دارای زمـان شکسـت کمتـری هسـتند کـه بـه عنـوان دوره  می
 هـای شوند. بنابراین از پارامتر مکـان، بـر برآوردهـا بـر اسـاس داده گارانتی شناخته می
تر از وقتـی کـه  شـود کـه بـراورد، بسـیار پیچیـده گذارد، که باعـث می طول عمر تأثیر می

در این مقاله، برآورد کلاسیک و بیزی پارامترها با  شود. پارامتر مکان در نظر گرفته نمی
 گیـرد. های تصادفی سانسور شده برای مدل نمایی دو پارامتری مورد بحث قرار می داده

  رای شکست و سانسور شدن برابر گرفته شده است.حداقل زمان معمول ب
سـازی  معرفی یک آستانه یا حداقل دوره گارانتی در قالـب یـک پـارامتر مکـان در مدل

هـا،  های بقا بسیار مهم است، به ویژه هنگامی که مینیمم مشاهده، در مجموعـه داده داده
جامعـه  بسیار بزرگ اسـت. در صـورت عـدم موفقیـت، براوردهـای مـا از خصوصـیات

مانند میانگین، عملکرد بقا، نرخ شکست و غیره، به دور از دقت خواهد بود. این نمود 
  شود. های واقعی ارائه می مقاله با مجموعه داده ۶در بخش 

بندی ریاضی برای سانسور تصـادفی،  فرمول ۲ادامه مقاله به شرح زیر است: در بخش 
 ۳شـود. در بخـش  ن سانسور داده مینمایی دو پارامتری با عنوان شکست و توزیع زما

نــان آســتانه محاســبه یانس برآوردهــا، فواصــل اطمیــثر درســتنمایی و وارکبــرآورد حــدا
گشـتاور و کمتـرین مربعـات  L-ی گشـتاوری، هـا روششود. بـرآورد بـا اسـتفاده از  یم
ــت به ــد. بخــش  می دس ــت  فرمول ۴آین ــتفاده از اهمی ــا اس ــزی ب ــرآورد بی ــدی روش ب بن

یافتـه بـا پیشـین گامـا معکـوس  گیری تحـت تـابع زیـان آنتروپـی تعمیم هی نمونها روش
بـا اســتفاده از  (HPD)شـود. فواصـل معتبـر چگـالی پسـین مضـاعف  توضـیح داده می
  آید. می دست به ]۵[ الگوریتم چناد شو

بـا  ۶بخـش  کنـد. ، برآورد قابلیت اطمینان و مشخصات تجربـی را مطـرح می۵بخش 
یافته در  های برآوردهای مختلف توسعه کارلو به بررسی ویژگیسازی مونت  مطالعه شبیه

مجموعـه داده واقعـی، بـرای نشـان دادن  ۷های قبلـی پرداختـه اسـت. در بخـش  بخش
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در اینجـا ضـروری اسـت  کنیم. ی براورد ایجاد شده در این مقاله، را تحلیـل مـیها روش
  استفاده شده است. Rی ارآمافزار  اشاره کنیم که برای محاسبات در طول مقاله از نرم

,۱ܺعنصـر بـا طـول عمرهـا آزمـون  nفرض کنید  ܺ۲, … , ܺ௡ توزیـع  کـه مسـتقل و هم
و همچنـین  FX (x,μ,θ)و توزیـع  fX (x,μ,θ)هسـتند بـه ترتیـب دارای توابـع چگـالی 

,۱ܶفرض کنید  ܶ۲, … , ௡ܶ	 لی زمان سانسور تصادفی آنها، به ترتیب دارای تـابع چگـا
ها مستقل و ناسـازگار باشـند. Tiو  Xiو علاوه بر آن  FT(t,μ,λ)و  fT(t,μ,λ)و توزیع 

فقـط یـک واقعیـت  هـا،Tiهـا و Xiبا توجه به تعریـف متغیرهـای تصـادفی، اگـر بـین 
نشـان داده شـود، بـا تعریـف  Yi = min(Xi,Ti)مشاهده و زمـان واقعـی مشـاهده بـا 

  به صورت  Diمتغیر نشانگر 
௜ܦ ൌ ൝

௜ݔ												݂݅												۱ ൑ ௜ܶ

௜ݔ												݂݅											۰ ൐ ௜ܶ

 

  دارای تابع چگالی احتمال   Diمتغیر تصادفی شود که  نتیجه می
ܲሾܦ௜ ൌ ݆ሿ ൌ ௝݌ ቀ۱െ ቁ݌

ሺ۱ି௝ሻ
; 					݆ ൌ ۰, ۱ 

݌است، به طوری که  ൌ ܲሾ ௜ܺ ൑ ௜ܶሿ تغیرهای زمان بقا با فرض اینکه م. استX  و
هـای نمـایی دو پـارامتری بـا توابـع  مسـتقل و بـه ترتیـب دارای توزیع Tزمان سانسـور 

  چگالی 
݂ሺߤ|ݔ, ሻߠ ൌ

۱
ߠ
݁ିሺ௫ିఓሻ/ఏ; ߠ		 ൐ ۰,			۰ ൑ ߤ ൑ ݔ ൑ ∞ 

  و
݂ሺߤ|ݐ, ሻߣ ൌ

۱
ఒ
݁ିሺ௧ିఓሻ/ఒ; ߣ		 ൐ ۰,			۰ ൑ ߤ ൑ ݐ ൑ ∞          

پارامتر آستانه حداقل زمان عمر یا دوره گارانتی را ، ߤباشند. به طوری که پارامتر 
  مشخص کند. احتمال شکست یک مورد قبل از سانسور شدن برابر است با:
	݌ ൌ 	ܲሾمورد	یک	شکستሿ ൌ ܲሾܦ	 ൌ ۱ሿ ൌ ܲሾܺ	 ൑ 	ܶሿ 

ൌ න ܲሾܺ	 ൑ 	ܶ|ܶ	 ൌ ሿ்݂ݐ ሺݐሻ݀ݐ ൌ
ߣ

ሺߣ ൅ ሻߠ

ஶ

ఓ
 

مسـتقل   Tiو Xiتگی نـدارد. چـون بسـ μتوجه داشته باشید که رابطه اخیر بـه پـارامتر 
  هستند، مستقل و دارای تابع چگالی توأم Diو  Yiشود متغیرهای  هستند، نتیجه می

)۱( 
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௒݂,஽ሺݕ௜, ݀௜, ,ߤ ,ߠ ሻߣ ൌ ሼ ௑݂ሺݕ௜, ,ߤ ሻሺ۱െߠ ,௜ݕሺܶܨ ,ߤ  ሻሻሽௗ௜ߣ

ሼ்݂ ሺݕ௜, ,ߤ ሻሺ۱െߣ ,௜ݕ௑ሺܨ ,ߤ ሻሻሽߠ
ሺ۱ିௗ௜ሻ 

ൌ	൭
۱
ௗ௜ߠ

൱൭
۱

ቀ۱ିௗ௜ቁߣ
൱ ݁

ି൭
۱
ఏା

۱
ఒ൱ሺ௬௜ିఓሻ 

ൌ	൭
۱
ௗ௜ߠ

൱൭
۱

ቀ۱ିௗ௜ቁߣ
൱ ݁ି ሺ௬௜ିఓሻ 

௜ݕ ൐ ,ߤ ,ߣ ߠ ൒ ۰	, ݀௜ ൌ ۰, ۱, ߚ ൌ ۱
ఏ
൅

۱
ఒ
	                       

و توزیع  EXP(μ, β)ی توزیع نمایی دو پارامتر Yiای  توزیع حاشیه ۲با توجه به رابطه 
,ሺ۱ܤتوزیع برنولی  Diای  حاشیه ܲሻ :به ترتیب دارای تابع چگالی  

݂	ሺ ௜ܻ|ߤ, ,ߠ ሻߣ ൌ ;	ఉሺ௬೔ିఓሻି݁ߚ ௜ݕ		 ൐ ,ߠ											ߤ ߣ ൐ ۰ 
ܲሺܦ௜ 	ൌ ݀௜ሻ 	ൌ 	ቀ

ఒ

ሺ	ఒାఏሻ
ቁ
ௗ೔
	ቀ

ఏ

ఒାఏ
ቁ
ሺ۱ିௗ೔ሻ

	; 		݀௜ 	ൌ ۰, ۱ 
به ترتیب با  Diو  Yi) امید ریاضی متغیرهای ۴) و (۳د. با توجه به روابط (هستن

ሺܧ ௜ܻሻ ൌ μ൅ ۱
ఉ

௜ሻܦሺܧو   	ൌ
ఒ

ሺఒାఏሻ
ൌ   برابر است.  ݌

  براورد به روش کلاسیک - ۳
در این بخش برای براورد ماکسیمم درستنمایی پارامترها، تابع درستنمایی برای یک 

 بر است با: نمونه سانسور تصادفی برا
ܮ ൌ ,ሺỸܮ ෩ሻܦ 	ൌෑ ݂ሺ

௡

௜ୀ۱
,௜ݕ ݀௜, ,ߤ ,ߠ ሻߣ

ൌ ߠ
ሺି∑ ௗ೔ሻ

೙
೔స۱ ߣ

ିቆ௡ି∑ ௗ೔
೙
೔స۱ ቇ

݁
ି௡ఉሺ௬

ቀ۱ቁିఓሻ݁
ିఉ∑ ሺ௬ሺ೔ሻି௬ቀ۱ቁሻ

೙
೔స۱  

,௜ݕ           ;{(ሺ۱ሻݕ	)ሻ	ሺఓ,ஶሻܫ	} ,ߤ ,ߠ ߣ ൐ ۰ 
  نگر برابر است با: که در آن تابع نشا

ሺ۱ሻሻݕ	ሻሺ	ሺఓ,ஶሻܫ ൌ ൝
ሺ۱ሻݕ	݄݊݁ݓ														۱ 	൒ 	ߤ	

.݁ݏ݅ݓݎ݄݁ݐ݋																							۰  

)۲( 

)۳( )۴( 
)۳( 

)۵( 
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ሺ۱ሻݕ	به طوری که  ൌ min	ሺ۱ݕ, ,۲ݕ … , ) لگـاریتم ۵اسـت. بـا توجـه بـه رابطـه ( ௡ሻݕ
  تابع درستنمایی برابر است با: 

ܮ	݃݋ܮ ൌ െ∑ d୧
୬
୧ୀ۱  logθ-൬n െ ∑ d୧

୬
୧ୀ۱ ൰log λ –n(۱

ఏ
൅	

۱
ఒ
)ሺy

ቀ۱ቁ െ μሻ 
െ∑ ሺyሺ୧ሻ െ y

ቀ۱ቁሻ
୬
୧ୀ۱ (۱

ఏ
൅	

۱
ఒ
)+ log(I(μ,∞) (yቀ۱ቁ)) 

(بـرای  ߤ̂ y =)۱(برابراسـت بـا  μدانیم بـراورد ماکیسـمم درسـتنمایی  همـانطور کـه مـی
  گرفتن چنین با در نظرهم) مراجعه کنید.) ۱۹۸۶اطلاع بیشتر به شینها (

∑ = ۱ݓ ݀௜
௡
௜ୀ۱ ∑ =	۲ݓ  ,    ሺݕሺ௜ሻ െ ݕ

ቀ۱ቁሻ
௡
௜ୀ۱  

  ) را به صورت۶توان رابطه ( می
ܮ	݃݋ܮ ൌ െ݃݋۱݈ݓ	ߠ െ ൬݊ െ ۱൰ݓ ߣ	݃݋݈ െ ሺ	۲ݓ

۱
ఏ
൅	

۱
ఒ
ሻ	     

ௗ هاز حل دو معادلنوشت، که  ୪୭୥௅

ௗఏ
ൌ ௗ ୪୭୥௅

ௗఒ
ൌ وردهای ماکسیمم درستنمایی ابر 		۰

  به ترتیب برابرند با:
 

= ෠ߠ
∑ ሺ୷ሺ౟ሻି୷ቀ۱ቁሻ
౤
౟స۱
∑ ୢ౟
౤
౟స۱

 = 
௪۲
௪۱

 =෡ߣ	  و                       
∑ ሺ୷ሺ౟ሻି୷ቀ۱ቁሻ
౤
౟స۱
௡ି∑ ୢ౟

౤
౟స۱

 = 
௪۲

௡ି௪۱
 

توان به روش بیزی تحت تابع  ستنمایی را میقابل ذکر است، برآوردهای ماکسیمم در
  ، با فرض اینکه توزیع پیشین یکنواخت است نیز به دست آورد.۱- ۰زیان 

   MLEواریانس -۳-۱
EXP(μ,ఉدارای نمایی دو پارامتری ( ሺ۱ሻݕه مرتبه اول یا آماردانیم،  همانطور که می

௡
ሻ (

  بر است با: است. بنابراین میانگین و اریانس آن به ترتیب برا
Eሺ̂ߤሻ ൌ E ൬ݕ

ቀ۱ቁ൰ ൌ 	μ ൅
ఉ

௡
෠ܸ    و     	 ሺ̂ߤሻ ൌ ఉ෡۲

௡۲
ൌ ۱

ሺ∑ ሺ୷ሺ౟ሻି୷ቀ۱ቁሻ
౤
౟స۱ ሻ۲

۲ݓ = 
ି۲  

)۶(  

)۷(  
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ൌکه در آن  یک براوردگر نااریـب نیسـت امـا سـازگار اسـت. پـس از  μبرای  ߤ̂ ሺ۱ሻݕ
ز ماتریس اطلاع فیشر برای بـه است که ا λو  θی براورد پارامترهای  ، مسئلهμبراورد 

مشـتقات مرتبـه دوم  شود. برای این منظور دست آوردن واریانس پارامترها استفاده می
  لگاریتم تابع درستنمایی به ترتیب برابرند با:

ሺப۲	୪୭୥	୐	ሻ
ப஘۲

ൌ 
௪۱
஘۲
െ 

۲௪۲
஘య

 
൬ப۲ ୪୭୥ ୐൰

ப஛۲
ൌ	

௡ି௪۱
஛۲

െ 
۲௪۲
஛య

 
ப۲ ୪୭୥ ୐
ப஛ப஘

ൌ
ப۲ ୪୭୥ ୐
ப஘ப஛

 = ۰ 

  برابر است با: (θ, λ)بنابراین ماتریس اطلاع فیشر بردار 

I(θ,λ)= -E
ۉ

ۈ
ۇ
ப۲ ୪୭୥୐
ப஘۲

ப۲ ୪୭୥୐
ப஛ப஘

ப۲ ୪୭୥୐
ப஛ப஘

ப۲ ୪୭୥୐
ப஛۲ ی

ۋ
ۊ
ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

஛ቀ୬ି۲ቁ
஘۲ሺ஘ା஛ሻ

۰

۰ ஘ቀ୬ି۲ቁ
஛۲ሺ஘ା஛ሻی

ۋ
  ۊ

تـوان  یک ماتریس قطری است، به راحتـی می I(θ, λ)ماتریس اطلاع فیشر یا  چون
آورد. بنابراین با توجه به  دست بهمعکوس آن با وارون کردن جملات روی قطر اصلی 

هـای براوردگرهـا اسـت کـه بـه  قطر اصلی ماتریس معکـوس اطـلاع فیشـر، واریانس
  ترتیب برابرند با:

V(ߠ෠)=஘۲ሺ஘ା஛ሻ
஛ሺ୬ି۲ሻ         ,     V(ߣመ)=஛۲ሺ஘ା஛ሻ

஘ሺ୬ି۲ሻ  
ــول  واریانس ــای مجه ــا دارای پارامتره ــتند. λ	وθه ــراورد  هس ــایگزین ب ــا از ج ــراورد آنه ــه ب ک

  آید.  دست می در واریانس آنها به صورت زیر به λو  θماکسیمم درستنمایی پارامترهای 
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෠ܸ(ߣመ)= ఒ෡۲൫ఏ෡ାఒ෡൯
ఏ෡ሺ୬ି۲ሻ =

୬	ሺ∑ ሺ௬ሺ೔ሻି௬ቀ۱ቁሻ
೙
೔స۱ ሻ۲

ሺ୬ି۲ሻሺ௡ି∑ ௗ೔
೙
೔స۱ ሻ۳

ൌ 
୬	௪۲

۲

ሺ୬ି۲ሻሺ௡ି௪۱ሻ
۳  

෠ܸ(ߠ෠)=ఏ෡۲൫ఏ෡ାఒ෡൯
ఒ෡ሺ୬ି۲ሻ =

୬	ሺ∑ ሺ௬ሺ೔ሻି௬ቀ۱ቁሻ
೙
೔స۱ ሻ۲

ሺ୬ି۲ሻሺ∑ ௗ೔
೙
೔స۱ ሻ۳

ൌ
୬	௪۲

۲

ሺ୬ି۲ሻሺ௪۱ሻ
۳			  

  مینان مجانبی فواصل اط -۳-۲
EXP(μ,ఉدارای نمایی دو پارامتری ( y)۱(ه مرتبه اول یا آمارچون 

௡
ሻ است، به راحتی (

ቀ۱െفاصله اطمینان  μبرای  ቁߙ دست آورد: (برای  هتوان به صورت زیر ب می ٪
  ) مراجعه کنید.)۱۹۸۶اطلاع بیشتر به شینها (

 -ሺ۱ሻݕ
௪۲

௡ሺ௡ି۱ሻ ܨሺ۲,۲ሺ௡ି۱ሻሺ۱െ
ఈ

۲ሻ, ݕሺ۱ሻ- 
௪۲

௡ሺ௡ି۱ሻ ܨሺ۲,۲ሺ௡ି۱ሻሺ
ఈ

۲ሻ 
,ሺ۲ܨ	 کـــــه در آن ۲ሺ݊ െ ۱ሻሻሺ۲/ߙሻ)  آزادیکـــــران توزیـــــع فیشـــــر بـــــا درجـــــات  

ሺ۲	, ۲ሺ݊ െ ۱ሻሻ  وሺ۱െ ضــــریب اطمینــــان اســــت. چــــون توزیــــع مجــــانبی  ሻߙ
,෠ߠ)براوردگرهای ماکسیمم درستنمایی پارامترهـای ( ه دارای توزیـع نرمـال دو متغیـر ෡ߣ	

BND((θ,λ),I	ି۱ሺθ, λሻ) ــان  اســت. می ــوان فواصــل اطمین ሺ۱െت ــرای  ሻߙ درصــد ب
  به صورت زیر به دست آورد. λ	و	θپارامترهای 

                      C.I=ߠ෠ ±ܼఈ
۲൘
ටݎܽݒሺߠ෠ሻ                و C.I=ߣመ ±ܼఈ

۲൘
ටݎܽݒሺߣመሻ  

 زیع نرمال استاندارد است.% بالایی تو αچندک  Zαکه در آن 
سازی مونت کارلو حدود اطمینان بـالا و پـایین بـا طـول  با استفاده از شبیه ۶در بخش 

های مختلـف بـا احتمـال  های اطمینـان بـرای پارامترهـا بـا تولیـد نمونـه متوسط فاصله
  ای آورده شده است.  پوششی فواصل بازه

  روش گشتاورها -۳-۳
شود. برای  رهای جامعه و نمونه، پارامترها براوردها میدر این بخش از برابری گشتاو

  این منظور فرض کنید:
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݀ ൌ 	
۱
௡
	∑ ݀ప

௡
పୀ۱

തതതതതതതതതതതതതതതതതത
തݕو    ൌ 	

۱
௡
	∑ ௜ݕ

௡
௜ୀ۱ ௬ݏ ۲و   

۲
ൌ

۱
௡
∑ ሺ௡
௜ୀ۱ ௜ݕ െ  ሻ	തݕ

E(D)= ఒ

ఒାఏ
ߤ=E(Y)و    ൅ ఏఒ

ఒାఏ
	V(Y)=ሺ ۲(و   ఏఒ

ఒାఏ
  

  توان نوشت: ب گشتاورهای نمونه و جامعه باشند. از برابری آنها میبه ترتی
݀̅=ሺ	 ఒ

ఒାఏ
ሻ     , ݕത=ߤ ൅ ఏఒ

ఒାఏ
௬ݏ ,        

۲= ሺ	 ఏఒ
ఒାఏ

)۲ 

  اند از:  از حل سه معادله، براوردها عبارت
෠=௦೤ߠ  ,   ௬ݏ-തݕ=ߤ̂

ௗത
=መߣ  ,      ௦೤

۱ିௗത 

  براوردهای کمترین مربعات -۳-۴
,ߤሺܲܺܧهای مرتـب از توزیـع  هآمار y(n)و ... و  ) ۲y(و  y)۱(اگر باشـند.  ሻߚ

  آنگاه 
ሺ௜ሻ൯ݕ൫ܨ ൌ ۱െ ݁ିఉ൫௬ሺ೔ሻିஜ൯	      ݕሺ௜ሻ ൐ μ        ߠ, ߣ ൐ ߚ      ۰ ൌ ۱

ఏ
൅

۱
ఒ
 

E(F(Y(i)))= ௜

௡ା۱                     و     V(F(Y(i)))=	 ௜ሺ௡ି௜ା۱ሻ
ሺ௡ା۱ሻ۲ሺ௡ା۲ሻ

  
  از مینیمم کردن براوردهای کمترین مربعات 

Q۱=∑ ሾܨ൫ܻሺ݅ሻ൯ െ ܧ ቀܨ൫ܻሺ݅ሻ൯ቁሿ۲௡
௜ୀ۱  =∑ ൤۱െ ݁ି ൫௬ሺ೔ሻିఓ൯ െ	

௜

௡ା۱൨
۲

௡
௜ୀ۱   

، آنهـا را بـراورد کـرد، همچنـین از مینـیمم کـردن کمتـرین 	وλ	μθ,نسبت بـه پارامترهـا 
  ربعات وزنی م

Q۲ =	∑ ൫ܻሺ݅ሻ൯ܨ௜ሾݓ െ ܧ ቀܨ൫ܻሺ݅ሻ൯ቁሿ۲௡
௜ୀ۱

 

             =	∑ ሺ௡ା۱ሻ۲ሺ௡ା۲ሻ
௜ሺ௡ି௜ା۱ሻ ൤۱െ ݁ି ൫௬ሺ೔ሻିఓ൯ െ	

௜

௡ା۱൨
۲

௡
௜ୀ۱

 

=wi برای براورد پارامترها با وزن  ۱
୚ሺ୊ሺଢ଼ሺ୧ሻሻሻ

  .استفاده کرد



  گودرزي معصوميفاطمه   578

   ........................  602-569صص  1399پاييز و زمستان ، ؟  ي سال ؟، شماره، آمار رسمي ايران هاي ي بررسي مجله    ........................  

۳-۵- L –گشتاورها  
هـای معلـوم  هآمارامترهای مجهول مبنی بر ترکیـب خطـی دیگـر از یک روش براورد پار

و  توسـط گوپتـا ) و بعـدا۱۹۹۰ًگشتاوری است که توسط هاسکین ( -L براوردگرهای 
گشتاورهای نمونه جامعه به ترتیـب برابرنـد –L) ارائه شد. در این حالت ۲۰۰۰( کوندو

  با:
lr =൫௡௥൯

ି۱ ∑ ∑ …ஸ௜۲ஸ ∑ ۱௜ೝஸ௡۱ஸ௜۱ିݎ  

=∑ ቀെ۱ቁ௞௥ି۱
௞ୀ۰ ൬௥ି۱

௞
൰ ;									௡؛௜ೝషೖݔ ݎ			 ൌ ۱, ۲, … , ݊ 

l۱d = ݀̅ = ۱
௡
∑ ݀ሺ௜ሻ
௡
௜ୀ۱  

l۱y = ݕത = ۱
௡
∑ ሺ௜ሻݕ
௡
௜ୀ۱  

l۲y = ۲
௡ሺ௡ି۱ሻ ∑ ሺ݅ െ ۱ሻݕሺ௜ሻ௡

௜ୀ۱ െ l۱y . 
  و

λr = ۱ିݎ 	∑ ቀെ۱ቁ௞௥ି۱
௞ୀ۰ ൬௥ି۱

௞
൰ ݎ        و       ሻ	௡؛௜ೝషೖݔሺܧ ൌ ۱, ۲, … , ݊ 

۱ௗ = ఒߣ

ఒାఏ
و           ߤ	= ۱௬ߣ    ൅ ఏఒ

ఒାఏ
و             ݈۲௬ = ۱۲ ሺ

ఏఒ

ఒାఏ
) 

  توان نوشت: گشتاورهای می -Lاز برابری 
݀̅=ሺ	 ఒ

ఒାఏ
ሻ     , ݕത=ߤ ൅ ఏఒ

ఒାఏ
     , ݈۲௬ ൌ

۱
۲ ሺ

ఏఒ

ఒାఏ
) 

گشـتاوری پارامترهـا بـه صـورت زیـر بـه دسـت  -Lاز حل سـه معادلـه، براوردگرهـای 
  آید. می

=෠ߠ  ,   ത-۲݈۲௬ݕ=ߤ̂
۲		௟۲೤
ௗത

=መߣ  ,     
۲	௟۲೤
۱ିௗത  

  براورد بیزی -۴
ی دو پـارامتری بـا اسـتفاده از در این بخش با توسعه روش بیزی پارامترهای توزیع نمای

) و GELF( یافتــه تــابع زیــان آنتروپــی تعمــیم شــده، تحــت هــای تصــادفی سانســور داده
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شوند. بـرای اسـتفاده از روش بیـزی فـرض کنیـد  براورد میHPD های اطمینان  فاصله
ــا پارامترهــای ( دارای توزیع θ و λپارامترهــای  ــا معکــوس ب ) b۲a,۲هــای پیشــین گام

  رتیب دارای توابع چگالی ) به تb۱a,۱و(
  

             ݃۱ ቀߣ, ܽ۱, ܾ۱ቁ 	∝  ۱

ఏ
ೌ۱శ۱

 exp(
ି௕۱
ఏ

 );        θ൐ ۰, ܽ۱, ܾ۱ ൐ ۰ 

            ݃۲ ቀߣ, ܽ۲, ܾ۲ቁ 	∝ ۱

ఒ
ೌ۲శ۱

 exp(
ି௕۲
ఒ

 )             λ൐ ۰, ܽ۲, ܾ۲ ൐ ۰ 

  یع پیشین یکنواخت ناسره برای به صورت زیر باشد. باشند و توز
݃۳ሺμሻ ∝

۱
௖
				 ; 			െ∞ ൏ ߤ ൏ ∞, ܿ	 ൐ 	۰ 

شود که از هم  های پیشین برای پارامترها، فرض می علاوه بر در نظر گرفتن توزیع
  توان به صورت زیر نوشت: مستقل هستند. که در این حالت توزیع پسین توأم را می

Π ൫μ, θ, λ	, ,෤ݕ ሚ݀൯ ൌ
௟ሺ௬෤,ௗ෨│ఓ,ఏ,ఒሻሻ	௚۱ሺఏ,௔۱,௕۱ሻ௚۲ሺఒ,௔۲,௕۲ሻ௚۳ሺఓሻ	

∭௟ሺ௬෤وௗ෨│ఓ,ఏ,ఒሻሻ	௚۱ሺఏ,௔۱,௕۱ሻ௚۲ሺఒ,௔۲,௕۲ሻ௚۳ሺఓሻௗఓௗఏௗఒ
  

ൌ

۱

ഇ
ೌ۱శೢ۱శ۱

	௘

షሺ್۱శ∑ ೤೔
೙
೔స۱ ష೙ഋሻ

ഇ
۱

ഊ
ೌ۲శ೙షೢ۱శ۱

	௘

షሺ್۲శ∑ ೤೔
೙
೔స۱ ష೙ഋሻ

ഊ 	

׬ ׬ ׬
۱

ഇ
ೌ۱శೢ۱శ۱

	௘

షሺ್۱శ∑ ೤೔
೙
೔స۱ ష೙ഋሻ

ഇ
۱

ഊ
ೌ۲శ೙షೢ۱శ۱

	௘

షሺ್۲శ∑ ೤೔
೙
೔స۱ ష೙ഋሻ

ഊ
೤
ሺ۱ሻ

షಮ
ಮ
۰

ಮ
۰ ௗఓௗఏௗఒ

  

تـوان بـا  ) را به صورت یـک فـرم مشـخص نوشـت، می۱۱توان رابطه ( که نمیاز آنجا 
گیری عددی پارامترها را با استفاده از روش بیزی تحـت تـابع  استفاده از روش انتگرال

گیری مهـم  تـوان بـا در نظرگـرفتن فراینـد نمونـه همچنـین می زیان مناسب بـرآورد کـرد.
سازی کـه توسـط  را به کمک شبیه HPDبراوردگرهای سازگار بیزی و فواصل اطمینان 

گیری گیـبس، از  ) ارائه شـده بـراورد کـرد. بـرای بـه کـارگیری نمونـه۱۹۹۹چن و شائو (
) ارائـه شـده، اسـتفاده خـواهیم کـرد. ۲۰۱۴و همکـاران ( تکنیک مشابهی که توسط دی

  توان به صورت زیر نوشت:  توزیع پسین را می ܾ	=۱ܾ= ۲ܾبرای حالت خاص 

Π(μ,θ,λ │ݕ෤, ሚ݀)	∝ ۱

ఏ
ೌ۱శೢ۱శ۱

݁

షሺ್శ∑ ೤೔
೙
೔స۱ ష೙ഋሻ

ഇ
۱

ఒ
ೌ۲శ೙షೢ۱శ۱

݁

షሺ್శ∑ ೤೔
೙
೔స۱ ష೙ഋሻ

ഊ 	  

)۸( 

)۹( 

)۱۰( 

)۱۱( 
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  که در این حالت توزیع پیشین توأم برابر است با:
  

Π(μ,θ,λ│y෤,d෨) = 
௙۱ሺఏ	│ఓ,௬෤,ௗ෨ሻ௙۲ሺఒ	│ఓ,௬෤,ௗ෨ሻ௙۳ሺఓ	│௬෤,ௗ෨ሻ	

׬ ׬ ׬ ௙۱ሺఏ	│ఓ,௬෤,ௗ෨ሻ௙۲ሺఒ	│ఓ,௬෤,ௗ෨ሻ௙۳ሺఓ	│௬෤,ௗ෨ሻ
೤
ሺ۱ሻ

షಮ
ಮ
۰

ಮ
۰ ௗఓௗఏௗఒ

 
  

  به طوری که 
 

݂۱ሺߠ	ߤ│, ,෤ݕ ሚ݀ሻ = 
ሺୠା∑ ୷౟

౤
౟స۱ ି୬ஜሻ

౗۱శ౭۱

Гሺୟ۱ା୵۱ሻ
۱

஘
౗۱శ౭۱శ۱

e

షሺౘశ∑ ౯౟
౤
౟స۱ ష౤ಔሻ

ಐ ߠ  ൐ ۰ 

݂۲ሺߤ│ߣ, ,෤ݕ ሚ݀ሻ=
ሺ௕ା∑ ௬೔

೙
೔స۱ ି௡ఓሻ

ೌ۲శ೙షೢ۱

Гሺ௔۲ା௡ି௪۱ሻ
۱

ఒ
ೌ۲శ೙షೢ۱శ۱

݁

షሺ್శ∑ ೤೔
೙
೔స۱ ష೙ഋሻ

ഊ   λ>۰ 

݂۲൫ߣ	หߤ, ,෤ݕ ሚ݀൯ ൌ ௡௞

ሺ௕ା∑ ௬೔
೙
೔స۱ ି௡ఓሻ

ೌ۱శೌ۲శ೙          -∞<μ<ݕሺ۱ሻ 

K=(ܽ۱ ൅ ܽ۲ ൅ ݊ െ ۱)	ሺ	ܾ ൅ ∑ ௜ݕ
௡
௜ୀ۱ െ ݕ݊

ቀ۱ቁሻ
ሺ௔۱ା௔۲ା௡ି۱ሻ 

,ߤ│	ߠ۱ሺ݂که در آن توابع  ,෤ݕ ሚ݀ሻ  ۲݂وሺߣ	ߤ│, ,෤ݕ ሚ݀ሻ  دارای توزیـع گامـا معکـوس بـا
∑ + b)پارامتر مقیـاس مشـترک  ݅ݕ െ ሻ௡ߤ݊

௜ୀ۱  و بـه ترتیـب دارای پارامترهـا شـکل
ሺܽ۱مختلــف  	൅ ሺܽ۲	و	۱ሻݓ	 	൅ 	݊	 െ هســتند. در حــالی کــه تــابع چگــالی  ۱ሻݓ

݂۳൫ߤ	หݕ෤, ሚ݀൯ :یک توزیع پیشین با تابع توزیع زیر است  

 =ሻߤ۳ሺܨ    
ሺ	௕ା∑ ௬೔

೙
೔స۱ ି௡௬

ቀ۱ቁሻ
	ೌ۱శೌ۲శ೙ష۱

ሺ௕ା∑ ௬೔
೙
೔స۱ ି௡ఓሻ

ೌ۱శೌ۲శ೙ష۱
 ሺ۱ሻݕ>μ  ؛     

  توان از تبدیل آن برای تولید نمونه استفاده کرد. که به راحتی می

  GELFبراوردهای بیزی تحت تابع زیان  - ۱- ۴
توسط کالابریا و پول چنی به  ۱۹۹۶در سال  (GELF)یافته  تابع زیان آنتروپی تعمیم

  شد:صورت زیر ارائه 
L(θ,θ*) = γ[ (	஘∗

஘
)δ - δlog (	஘∗

஘
ሻ- ]۱       ,γ>۰    , δ് ۰   

)۱۲(  

)۱۳(  

)۱۴(  

)۱۵(  
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ثابـت اسـت، کـه در فراینـد بـراورد مقدار  γو  θقاعده تصمیم برای برآورد  *θکه در آن 
شـود. بنـابراین بـدون از دسـت دادن کلیـت  بیزی از تقسیم صورت بر مخرج حـذف می

تـوان گفـت کـه وقتـی  می δاما با توجه بـه رفتـار  در نظر گرفت. γ= ۱توان  مسئله، می
عکس وقتی رمقدار آن کمتر از صفر است، خطای منفی مؤثرتر از خطا مثبت است و ب

شـودکه تـابع  طـوری انتخـاب می *θدر بـرآورد بیـزی مقـدارکه مقـدار آن مثبـت اسـت. 
  ریسک

  

r(θ,θ*)= E(L(θ,θ*) │data)  
  

و برابـر بـا صـفر قـرار  *θیسـک نسـبت مشـتق از تـابع ر θ برای براوردمینیمم شود و 
  برآوردگر بیزی و تابع ریسک به ترتیب برابرند با: که در این حالت  دهیم. می

  

θ*=ሼEሺିߠఋ│dataሻሽ	ି
۱
ഃ 

Risk = Eሺlog	ሺߠఋሻ│dataሻ+log ሼEሺିߠఋ│dataሻሽ 
=Eሺlog	ሺߠఋሻ│dataሻ- log (θ*)δ 

  

بـرای پارامترهـای  GELFردهای بیزی را تحت تابع زیـان توان برآو به طور مشابه، می
λ  وμ  .به دست آورد  

  گیری گیبس نمونه - ۲- ۴
گیری  نمونـه از μو  θ ،λپارامترهـای  HPDحال در بـراورد بیـزی و فواصـل اطمینـان 

  شود: های زیر استفاده می گیبس با گام
,ሺ۰	Uاز توزیع یکنواخت  ۱ݑمقدار  :۱گام  ۱ሻ شود تولید می. 
و෤ݕ	ߤ۳ሺ݂: با توجه به ۲گام  ሚ݀ሻ  ۳ܨو تابع توزیعሺμሻ با تبدیل انتگرال احتمـال مقـدار 

۱ߤ ൌ ۳݂
ି۱
൬۱ݑ൰ شود. تولید می  

,ߤ│	ߠ۱ሺ݂از  θ۱: مقدار ۳گام  ,෤ݕ ሚ݀ሻ شود. تولید می  
,ߤ│	ߠ۲ሺ݂از  λ۱: مقدار ۴گام  ,෤ݕ ሚ݀ሻ شود. تولید می  



  گودرزي معصوميفاطمه   582

   ........................  602-569صص  1399پاييز و زمستان ، ؟  ي سال ؟، شماره، آمار رسمي ايران هاي ي بررسي مجله    ........................  

μ): بـرای بـه دسـت آوردن (۵ام گ
௜
,θ௜, λ௜ بـرای،݅ ൌ ۱, ۲, … یـک تـا  هـای گام  ܯ,

ܯچهار  െ   شود. بار تکرار می ۱
به  GELFسازی شده تحت تابع زیان  برآورد بیزی پارامترها با استفاده از شبیه :۶گام 

  آیند: می دست بهصورت زیر 
θ* = ൤ ۱

ெ
	∑ ௝ߠ

ିఋெ
௝ୀ۱ ൨	ି

۱
ഃ 

λ* = ൤ ۱
ெ
	∑ ௝ߣ

ିఋெ
௝ୀ۱ ൨	ି

۱
ഃ 

μ* = ൤ ۱
ெ
	∑ ௝ߤ

ିఋெ
௝ୀ۱ ൨	ି

۱
ഃ  

براوردهای به دست آمده به ترتیب به حالت خاص براوردهـای بیـزی تحـت تـابع زیـان 
١ߜمربع خطا وقتی  ൌ െ۱ ߜ، تحت تابع زیان آنتروپی وقتی ൌ ، تحت تـابع زیـان ۱
١ߜپیشگیرانه وقتی  ൌ െ۲ ،گاهی اوقات، هیچ اطلاعاتی در مـورد  کند. تقلیل پیدا می

های پیشین توأم ناسـره  شود توزیع پارامتر موجود نیست، که در چنین مواردی فرض می
مستقل و متناسب با یک مقدار ثابت اسـت. در حـالی کـه توزیـع پیشـین فاقـد اطـلاع 

در توزیع پیشین  ۱ܽ=۲ܽ=۲ܾ=۲ܾ=۰با در نظر گرفتن  μو  θ ،λبیز است، براوردهای 
 آید. دست می هگاما معکوس ب

  HPDفواصل اطمینان  - ۳- ۴
ሺ۱െفاصله اطمینان  ሺ۱െبا احتمال ሻ% HPDߙ αሻ	  بوده و احتمال برای هر نقطه

، فاصله اطمینـان بنابراین ی خارج از فاصله باشد. درون فاصله، باید بیشتر از هر نقطه
HPD های ممکـن بـا احتمـال یکسـان  ی فاصـله کوتاهترین فاصله اطمینان میـان همـه

ሺ۱െ αሻ باشد. با توجه بـه خـواص اصـلی فاصـله اطمینـان  هستند میHPD چـن و ،
 ارائه دادند. HPD ،θ) الگوریتم زیر را برای محاسبه فاصله اطمینان ۱۹۹۹شاو (
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  Chen–Shaoالگوریتم  - ۴- ۴
از  MCMCگیری  بـا اسـتفاده از نمونـه , ௝ߠ) M...,۲,۱=j,ست آوردن نمونه () به د۱

݂۱ሺߠ	ߤ│, ,෤ݕ ሚ݀ሻ.  
ሺ۱ሻߠرا به صورت  ,௝ߠ) M...,۲,۱=j,(های  ) مقادیر نمونه۲ ൑ ሺ۲ሻߠ ൑ ⋯ ൑  ሺ௠ሻߠ

  شود. مرتب می
ሺ۱െ) فاصله اطمینان ۳   شود: به صورت زیر محاسبه می %ሻߙ

ሺߠሺ௝ሻ, ݆						ݎ݋݂			ሺ௝ାቂቀ۱ିఈቁெቃሻߠ ൌ ۱, ۲, . . . , 	ܯ െ	 ሾ	ሺ۱െ  ሿܯሻߙ
  ، جزیی صحیح ایکس هست.[x]که در آن 

ሺ۱െ) فاصــله اطمینــان ٤ وچکترین فاصــله اطمینــان در میــان تمــام کــ ሻ%، HPDߙ
را  HPDتوانیم فواصل اطمینان  است. به طور مشابه می ۳فواصل اطمینان در گام 

 آورید. دست به μو  λبرای پارامترهای 

  براورد پایایی و قابلیت اطمینان -۵
عنوان یک مدل طول عمر در نظر  ) را بهμ،θ( در این بخش، توزیع نمایی دو پارامتر

های آنها تحت سانسور  ها را با تخمین های آزمایشگاهی آن گیریم و اعتبار و ویژگی می
  اند از: ها عبارت کنیم. ویژگی تصادفی بررسی می

 MTSF = E(X) = μ+θمتوسط شکست سیستم:  زمان )۱
h(s) = ୤ሺୱሻ نرخ مخاطره: )۲

ୖሺୱሻ
=۱
ఏ

، <s<∞ μ  کهs .مدت مأموریت است 
  R(s) = e(-(s-μ)/θ)تابع قابلیت اطمینان  )۳
 P = λ / (λ+θ)احتمال شکست  )۴
 زمان انتظار آزمون )۵

آیــا  منــد باشــد کــه بدانــد کننــده ممکــن اســت علاقه های عملــی، یــک آزمایش در برنامــه
از آنجایی که هزینه آزمـایش  توان تست را در یک دوره مشخص از زمان انجام داد. می

طول عمر به طور مستقیم به زمان اتمام آزمایش بستگی دارد، این اطلاعات برای یـک 
ها بسیار مهم  گیری در مورد آن گیری و تصمیم آزمایشگر در انتخاب برنامه مناسب نمونه
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) داده شـده اسـت، ۳، زمان شکست و یا سانسور در رابطـه (Yاز  pdfاست. در مورد 
  به صورت زیر است: Y(n)از  Cdf، است. (yn,…,۲ݕ , ۱ݕ) Y(n) =maxزمان آزمون 

  

ሻݕ௡ሺܨ ൌ ൣ݌ ሺܻ௡ሻ ൑ ൧ݕ ൌ ሾ۱െ ݁ିሺ௬ିஜሻఉሿ
௡; ۰ ൑ μ ൑ ݕ ൑ ∞ 

  

  ده:های تصادفی سانسور ش ) برای داده(ETTاکنون زمان انتظار آزمایش 
ETT = E(Y(n)) =׬ ሺ

ஶ
۰ ൬۱െ ሻ൰ݕ௡ሺܨ ௖	μ+ =	ݕ݀

ఉ
              c=∑ ۱

௜
௡
௜ୀ۱  

دهد و  ) را نشان می(OBTTزمان مشاهده شده در آزمون Y(n)توجه داشته باشید که 
  های کامل: است. همچنین زمان انتظار آزمایش برای داده ETTبرآوردگر برای 

ETT( های کامل داده ) =E(X(n))=׬ ሺ
ஶ
۰ ൬۱െ ௡ሺܺሻ൰ܨ ݀ܺ	= μ+cθ 

های  ، برآورد ماکسیمم درستنمایی از ویژگیMLEبا استفاده از ویژگی تغییرناپذیری 
  آیند به طوری که: می دست بهبالا 

 

(a)  MT෡SF = μො+ θ෠     
(b)   h෠(s) = ۱

஘෡
 ∞> μො ≤s >۰ ؛   

  (c)   R෡(s) = eషሺ౩షಔෝሻಐ෡  ∞ > μො ≤ s >۰ ؛                                        
            (d)  pො= ஛෡

஛෡ା஘෡
  

            (e) ET෡T = μො + ୡ෢ 
  

  آیند: همچنین برآوردهای بیزی با توجه به روابط بالا به صورت زیر به دست می

(a) MTSF* = ൤ ۱
ெ
	∑ ሺߤ௝ ൅ ௝ሻିఋߠ

ெ
௝ୀ۱ ൨

ష۱
ഃ  

(b)             h*(s) = ൤ ۱
ெ
	∑ ሺ

۱
ఏೕ
ሻିఋெ

௝ୀ۱ ൨

ష۱
ഃ  

(c)           R*(s) = ൥ ۱
ெ
	∑ ݁

ഃሺೞషഋೕሻ

ഇೕெ
௝ୀ۱ ൩

ష۱
ഃ
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  سازی مطالعه شبیه -۶
سـازی مونـت کـارلو بـرای مقایسـه کـارایی برآوردهـای  در این بخش،یـک مطالعـه شبیه

های قبلی انجام شده است. برای مقایسه روش کلاسـیک  ف تعمیم یافته در بخشمختل
و بیزی، برآورد ماکسیمم درستنمایی با فواصـل اطمینـان آنهـا و براوردهـای بیـز تحـت 

های سانسـور شـده  برای نمونـه HPDیافته با فواصل اطمینان  تابع زیان آنتروپی تعمیم
مـی آیـد. اکنـون،  دسـت به λو  μ ،θمقـادیر  اند، بـرای که به طـور تصـادفی تولیـد شـده

  شود: مراحل گام به گام به شرح زیر انجام می
هـــای اطـــلاع پیشـــین  را از توزیع (۲,bܽ	),(b,۱ܽ)مقـــادیر پارامترهـــای اضـــافی  )۱

 گیریم. در نظر می=b=۲ܽ=۱ܽ ۰کنیم. برای پیشین فاقد اطلاع، ما  انتخاب می
ـــه وســـیله توزیعمقـــادیر مختلـــف پارامترهـــا  )۲ ـــه طـــوری کـــه را ب   هـــای پیشـــین ب

θ=b/(ܽ۱ െ λ=b/(ܽ۲و (۱ െ  آوریم. شد، به دست میبا  (۱
و سـایر مشخصـات قابلیـت اطمینـان و آزمـایش  MTSF =θ+μمقدار واقعی از  )۳

 شوند. محاسبه می s = μ + ୑୘ୗ୊۲کاراکترها، با در نظر گرفتن مدت ماموریت 
,ሺμ	Expترها از توزیع با داشتن مقادیر مختلف پارام )۴ βሻ  باpdf ) یـک ۳به فرم (

را بـه صـورت  ሚ݀همچنـین  کنیم. تولید می  N=۵۰با اندازه ثابت  ෤ݕ نمونه تصادفی
 کنیم. ) تولید می۴(

برای مقـادیر مختلـف پارامترهـا و همچنـین پارامترهـای اضـافی، بـرآورد حـداکثر  )۵
  ه از روش گشـــتاوری،درســـتنمایی و فواصـــل اطمینـــان مجـــانبی را، بـــا اســـتفاد

L-هــای بیــزی از پــارامتر هــای مجهــول بــا  گشــتاوری، حــداقل مربعــات و تخمین
 کنیم. ی نسبی محاسبه می برای مطالعه ۴و  ۳های  فواصل معتبر مانند بخش

را برای  OBTT) و (ETTبراوردهای قابلیت اطمینان، زمان انتظار برای آزمون  )۶
 آوریم. می دست بههر نمونه 

هــای مختلــف از مقــادیر پــارامتر،  بــار بــرای ترکیب =۱۰۰۰Nرا،  ۵و  ۴مراحــل  )۷
آمـد میــانگین و  دســت به ۶و  ۵کنیم. بــرای هـر بــرآوردی کـه در مرحلـه  تکـرار مـی

 کنیم. ) را محاسبه می(MSEمیانگین مربع خطا 
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برای مقایسه عملکرد  شود. انجام می Rافزار  تمام محاسبات با استفاده از نرم
 ۵و کلاسیک، ما از مقادیر پارامتری مختلف از جمله پارامتر مکان براوردهای بیزی 

 کنیم. و همچنین مقادیر مختلف پارامترهای اضافی استفاده می =μ ۰٫۵و  ۱و  ۲و
نشان داده شده  ۸، ۷، ۶، ۵، ۴، ۳، ۲، ۱سازی در جداول  نتایج اصلی مطالعه شبیه

  گیریم که: از جداول، نتیجه می است.
 نمایی، برای پارامترها، براوردی تقریباً نااریب با روش حداکثر درستMSE  ًکـاملا

 کوچک ارائه می دهد.
 های اطمینان مجانبی بـر اسـاس  طول میانگین فاصلهMLE  بـه همـان انـدازه کـه

 یابد. شود افزایش می مقادیر پارامتری اضافه می
 ،ه سطحشـان کـ احتمالات پوششی پارامترها، در مورد تقریباً تمام مقادیر پارامتری

تــوان در تمــام  آیــد. بنــابراین، نتــایج مجــانبی را می می دســت بهاســمی اســت 
 های کاربردی استفاده کرد. موقعیت

 براوردها توسط روش گشتاوری، گشتاور- L حداقل مربعات و حداقل مربعـات ،
 شوند اما نتایج بسیار خوبی دارند. وزنی به آسانی محاسبه می

 برآورد بیز نیز در رابطه با MSE  بسیار خوب اسـت و چنـدین بـار بهتـر ازMLE 
از اطلاعـات پیشـین اضـافی  Bayesاست. این بـدین دلیـل اسـت کـه در بـرآورد 

 شود. استفاده می
 شــود کــه  نتیجــه می ۶و  ۵و  ۴ از جــداولMSE  برآوردهــایθ ،λ  در مــواردی

ابراین، بایـد و واریانس توزیع پیشین وجود ندارد، بزرگتر هسـتند. بنـ ۲ܽ،۱ܽ>۲که
 اجتناب کنید. ۲از مقادیر پارامتر اضافی با اندازه کمتر از 

  ــدول ــی۲از ج ــاهده م ــه  ، مش ــیم ک ــرآورد  ETTاز  MLEکن ــه  OBTTو ب جامع
E، از MSEنزدیک با اریبـی بسـیار کمـی اسـت. امـا،  کاملاً ETTاز ෠ܶܶ  بـراورد

 ارامترهـا اسـت.برای مقادیر مختلف پ OBTTحداکثر درستنمایی بسیار کمتر از 
بـرای بـراورد  OBTTبـه جـای  ETTبـرای  MLEکنیم از  بنابراین ما توصیه مـی

ETT .استفاده کنید 
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  های داده واقعی مثال -۷
ی پیشـنهادی در مقالـه را مـورد هـا روشدر این بخش با اسـتفاده از نمونـه داده واقعـی 

ه نشان دهیم که توزیع نمـایی بـا پـارامتر دهیم و هدف اصلی آن است ک می ارزیابی قرار
کنــد. در بــرآورد بیــزی مقــادیر ابــر  مکــان در مقایســه بــا توزیــع نمــایی بهتــر عمــل مــی

۱پارامترهــای  ൌ ܽ۱ ൌ ۰و  ۲ܽ ൌ ܾ۱ ൌ عنــوان معیــار  میــانگین مربــع خطــا بــه ۲ܾ
  ارزیابی در نظر گرفته شده است .

  مثال بیماران ملانوم -۷-۱
توسط لـی و وانـگ ارائـه شـده اسـت.  ۲۰۰۳ی بیماران ملانوم در سال ها دادهمجموعه 

بیمار ملانوم جهت بررسی توانایی در طول درمان است.  ۳۰شامل  ها دادهاین مجموعه 
گونه عـلام بیمـاری ملانـوم را  همه بیماران اتنخاب شده قبل از اولین شروع درمان هیچ

 ند از:ا اند. این مجموعه داده عبارت نداشته
  .....ها داده

ی ها مـدلکه در آن مشاهدات سانسور شـده بـا علامـت (+) نشـان داده شـده اسـت. و 
 ند از:ا برازش عبارت

)i( توزیع نمایی دو پارامتری با پارامتر مقیاسβ  و پارامتر مکانμ  
)ii(  توزیع نمایی پارامتری با پارامترβ. 

اسـتفاده شـده اسـت. بـه ، ورد ماکسیمم درستنمایی پارامترهابرای نیکویی برازش از برآ
  طوری که موارد زیر 

)i( منهای لگاریتم تابع درستنمایی  
)ii(  کائیک  (AIC)معیار اطلاع آ
)iii(  معیار اطلاع بیزی(BIC) 
)iv(  اسمیرنف  –آماره کولموگوروف(K-S) 
)v(  تابع توزیع تجربیECDF)(. 

کائیک معیار مناسب برای نیکویی برازش اسـت کـه  را در نظر می گیریم. معیار اطلاع آ
کائیک ارائه شده اسـت. و بـرای بـرازش  ۱۹۷۴ در سال ممکـن اسـت  ها مـدلتوسط آ
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کائیک  چندین مدل بر و مدلی که دارای کمترین مقـدار اطـلاع  بندی رتبهاساس معیار آ
کائیک است برای مجموعه  کائیک برابر با  انتخاب می ها دادهآ   شود. فرمول معیار آ

ܥܫܣ ൌ ۲݇ െ  ሻܮሺ݃݋۲݈
حداکثر مقدار تابع درستنمایی برای مدل  Lامترهای مدل آماری و تعداد پار kکه در آن 

یـک معیـار انتخـاب مـدل در میـان یـک  )BICمعیار اطلاع بیزی ( برآورد شده است.
 شـوارتز توسـط ۱۹۷۸امترهـا اسـت، کـه در سـال با تعداد مختلف پار ها مدلدسته از 

کائیـک اسـت. در اینجـا هـم اطلاع شبیه معیار یشنهاد شده وپ  ها مـدلبـرای بـرازش  آ
بنـدی و مـدلی کـه دارای کمتـرین  اساس معیار بیـزی رتبـه ممکن است، چندین مدل بر

کائیک است برای مجموعه  اطـلاع  شود. فرمول معیار ب میانتخا ها دادهمقدار اطلاع آ
  برابر با  بیزی

ܥܫܤ ൌ ሺ݊ሻ݃݋݈݇ െ  ሻܮሺ݃݋۲݈
داکثر مقدار تابع درستنمایی برای مدل ح Lتعداد پارامترهای مدل آماری و  kکه در آن 

  ).۱۰، ۹تعداد مشاهدات مجموعه دادهاست (جداول  nو 
معیـار اطـلاع  ،ر منهـای لگـاریتم درسـتنماییینیکویی بـرازش، مقـاد یارهایدر تمام مع

کائیک، معیار اطلاع بیزی وآماره  دو پـارامتر  ییع نمـایـ، بـرای توزK-Sدر آزمون  Dآ
مقـدار آزمـون  - Pن، یهمچنـ متـر اسـت.کار یپارامتری بسـ کی ییع نماینسبت به توز

K-S دو ییجه آن قبـول مـدل توزیـع نمـایاست که نت یدار یشتر از سطح معنیار بیبس 
دو  ییع نمـایـن توزییـک پـارامتری اسـت. بنـابرا ییپارامتری در مقایسـه بـا توزیـع نمـا

نمودار توزیع به . با توجه کند ک پارامتری عمل میی ییع نمایار بهتر از توزیپارامتری بس
، منحنـی بـرآورد مـاکزیمم درسـتنمایی ۱شـوند. در شـکل  تجمعی رفتار آنها مقایسه مـی

cdf  برای نمایی دو پارامتری(μ, β)  نزدیک به منحنیCFD .رو،  از این تجربی است
شود برازش این مجموعه داده واقعی، به کمـک توزیـع نمـایی دو پـارامتری بـا  نتیجه می

ترهای مقیاس و مکان در مقایسه با توزیع نمایی یک پارامتری با پارامتر مقیـاس پارام
  .بسیار بهتر است

   



.................   

ܧ

ܧ

 
ݔܧ

ܧ

.......  602-569صص 

 M  توزیع

,ߤሺ݌ݔܧ  ሻߚ

ߤ̂ ൌ

෠ߠ ൌ

መߣ ൌ

መߚ ൌ ۰

 ሻߚሺ݌ݔܧ
෠ߠ

መߣ ൌ

መߚ ൌ ۰

ܮെ توزیع

,ߤሺ݌ݔ  ሻ ۱۲۲ߚ
 ሻ ۱۳۰ߚሺ݌ݔܧ

  

  مي

ص 1399يز و زمستان 

  ها
MLE    بیز
ൌ ۳٫۹ 
ൌ ۳۴٫۳ 
۱۷٫۱۵ 
۰٫۰۸۷۴۶ 

∗ߤ ൌ

∗ߠ ൌ

∗ߣ ൌ

ൌ ۴۶ 
ൌ ۲۳ 
۰٫۰۶۵۲۱ 

∗ߠ ൌ ۵
∗ߣ ൌ

   برازش مدل
 AIC ܮ	݃݋ܮ
۲٫۱۹۱۴ ۲۵۰٫۳۸ 
۰٫۹۹۶۳ ۲۶۵٫۹۹ 

 مار ملانوم

گودرزي معصوميطمه 

پايي، ؟  ي سال ؟، شماره

پارامترها برآورد -۹
برآورد  
۳٫۴۶۳۶ 
۳۲٫۱۹۸۵ 
۱۷٫۵۳۵۹ 

෣ܶܶܧ

 OB 

۵۷٫۵۰۰۰۰ 
۲۵٫۵۵۵۶ 

෣ܶܶܧ

 OBT

ی نیکوییه آماره ها
C BIC 
۸۲۸ ۲۵۴٫۵۸۶ 
۹۲۶ ۲۶۸٫۷۹۵ 

برای بیما cdfحنی 

فاط 

س، آمار رسمي ايران اي

جدول 
ETT
ൌ ۴۹٫۵۷۶۰ 

۳۳٫۷۰BTT=
ߤ

θ ൌ

λ

ൌ ۶۱٫۲۵۶۵ 
۳۳٫۷۰۰۰TT= θ

λ

خلاصه -۱۰جدول
  آزمون

D آماره 
۶۴ ۰٫۱۸۲۸ 
۵ ۰٫۲۹۵۷ 

منح - ۱شکل 

ها ي بررسي مجله    .....

  فاصله اطمینان
ൌ ቀ۲٫۳۴۹۱, ۳٫۹
ൌ ቀ۱۲٫۲۹۴۵, ۵۶٫۳
ൌ ሺ۹٫۳۶۹۹, ۲۴٫۹

ൌ ቀ۱۷٫۴۸۸۹, ۷۴٫۵
ൌ ሺ۱۲٫۹۱۹۸, ۳۳٫۰

K-S آ E
 P value  

۰٫۲۳۸    
۰٫۰۰۸۰۵۶ 
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۱۰۰ቁ 
٫۳۰۵۵ቁ 
۹۳۰۱ሻ 

۵۱۱۱ቁ 
۰۸۰۲ሻ 

  

ECDF 
شکل
۱شکل 
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  ر لنت ترمز دیسکمثال طول عم -۷-۲
شـامل طـول عمـر (در کیلـومتر)  هـا دادهدر این بخش، ما یک مجموعه داده واقعی کـه 

ماشین (یک مـدل) کـه توسـط  ۴۰لنت ترمز دیسک جلو است که مجموعه تصادفی از 
  مقادیر در زیر نشان داده شده است: شد انتخاب شده است. یک فروشنده بررسی می

  کیلومتر): ۱۰۰۰اتومبیل، طول عمر پد ( ۴۰طول عمر پدهای ترمز دیسک در 
 ۸۶٫۲ ،۴۵٫۱ ،۵۲٫۱ ،۵۴٫۲ ،۵۹٫۰ ،۳۸٫۴ ،۴۱٫۰ ،۵۶٫۴ ،۸۱٫۳ ،۶۲٫۴ ،
۴۵٫۵ ،۳۶٫۷ ،۴۲٫۲  ،+۵۱٫۶ ،۳۴٫۴ ،۲٫۲٫۷ ،۲۲٫۶ ،۴۰٫۰ ،۳۸٫۸ ،۵۰٫۲ ،۴۸٫۸ ،
۸۱٫۷ ،+۶۱٫۵ ،۵۳٫۶ ،۵۰٫۷ ،+۴۲٫۸  ،+۱۰۲٫۵  ،+۴۲٫۷ ،۸۰٫۶ ،۶۴٫۵ ،۷۳٫۱  ،+
۲۸٫۴ ،۴۶٫۹ ،۴۹٫۳۳، ۸٫۹ + ،۵۹ ،۳۱٫۷ ،۳۳٫۹ ،۵۰٫۶ ،۵۶٫۷.  

در اینجـا، نسـبت مجموعـه  دهـد. در اینجا (+) مشاهدات سانسـور شـده را نشـان مـی 
  :شود در دو مدل آماری بررسی می ها داده
)iii( س توزیع نمایی دو پارامتری با پارامتر مقیاβ  و پارامتر مکانμ  
)iv(  توزیع نمایی دو پارامتری با پارامترβ. 

 پارامترهای این دو مدل، از روش ماکسیمم درستنمایی استفاده شده است.برای برآورد 
  گیریم: یی فوق، در نظر مها مدلبرای نیکویی برازش 

)vi( منفی لگاریتم درستنمایی  
)vii(  معیار اطلاعAkaike (AIC) 
)viii(  معیار اطلاع بیزی(BIC) 
)ix(  آمارهKolmogorov-Smirnov (K-S) 
)x(  تابع توزیع تجمعی تجربیECDF)(. 

کائیک معیار اطلا مـاری بـرآورد شـده کـه آمیزان صحت تناسب یک مـدل  AICعات آ
 دهد. چندین مدل رقابت ممکـن اسـت بـر کاییک فرض شده است را نشان میآتوسط 

کائیک خود رتبه بندی شـوند، در حـالی کـه یکـی از آنهـا دارای  اساس معیار اطلاعات آ
کائیک اسـت کـه بـرای مجموعـه  داده شـده مناسـب  یهـا دادهکمترین معیار اطلاعات آ

کائیــک بــا فرمــول ܥܫܣ	اســت. معیــار معیــار اطلاعــات آ ൌ ۲݇ െ ارائــه  	ሻܮሺ݃݋۲݈
حداکثر مقدار تابع درستنمایی برای مدل  Lتعداد پارامترهای مدل آماری و  kشود.  می

  برآورد شده است.
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ی ها مـدلیـک معیـار بـرای انتخـاب مـدل در میـان یـک دسـته از  معیار اطـلاع بیـزی
ایـن شـبیه بـه  پیشنهاد شد. شوارتز تری با تعداد مختلف پارامترها است که توسطپارام

کائیـک اسـت. بـرای یـک مجموعـه  ماننـد معیـار اطلاعـات  ،هـا دادهمعیار اطلاعـات آ
کائیک، ممکن است چندین مدل رقابتی براساس معیار اطلاع بیـزی خـود رتبـه بنـدی  آ

در معیـار اطـلاع  باشـد. ست بهترین مـیشوند، آنکه دارای کمترین معیار اطلاع بیزی ا
کائیـک  بیزی تاوان(امتیاز منفی) برای پارامترهای اضافی قوی تر از معیـار اطلاعـات آ

  شود: عیار اطلاع بیزی با استفاده از فرمول زیر ارائه میماست. 
ܥܫܤ ൌ ሺ݊ሻ݃݋݈݇ െ  .ሻܮሺ݃݋۲݈

k  تعداد پارامترهای مدل آماری وL رستنمایی بـرای مـدل بـرآورد حداکثر مقدار تابع د
بــالا از  یارهــایبــا تمــام مع تعــداد مشــاهدات در مجموعــه دادهاســت. nشــده اســت و 

کائیـک، معیـار یه مقادکم ینیب ینیکویی، م ر منفی لگاریتم درستنمایی، معیار اطلاعات آ
ع یـدو پـارامتر نسـبت بـه توز ییع نمای،برای توز K-Sآزمون  Dاطلاعات بیزی وآماره 

شتر از یار بیبس K-Sآزمون  Pن، مقدار یهمچن متر است.کار یپارامتری بس کی یینما
دوپـارامتری اسـت، امـا  ییجـه آن قبـول مـدل توزیـع نمـایاست که نت یدار یسطح معن
ار بهتـر از یدو پارامتری بس ییع نماین توزیشود. بنابرا ییک پارامتری رد م ییتوزیع نما

دســت  ههــا را بــ منحنــی دار توزیــع تجمعــی،ک پــارامتری اســت. در نمــویــ ییع نمــایــتوز
شـوند. در اینجـا دو توزیـع نمـایی مـورد بحـث قـرار  آوریم و رفتـار آنهـا مقایسـه مـی می
  )۱۱گیرد. (جدول  می

  پارامترها برآورد -۱۱جدول 
  فاصله اطمینان ETT  برآورد بیز MLE  توزیع

,ߤሺ݌ݔܧ 	ሻߚ ߤ̂ ൌ ۲۲٫۶ 
෠ߠ ൌ ۳۷ 

መߣ ൌ ۱۲۷٫۴۴ 
መߚ ൌ ۰٫۰۳۴۸۷ 

∗ߤ ൌ ۲۱٫۸۲۷۴ 
∗ߠ ൌ ۳۶٫۸۶۶۹ 
∗ߣ

ൌ ۱۱۷٫۴۰۱۴ 

෣ܶܶܧ ൌ ۴۵٫۲۸۷۲ 
۱۰۲٫۵۰۰ OBTT=  

ߤ ൌ ቀ۱۹٫۷۵۵۳, ۲۲٫۶۱۱۴ቁ 
θ ൌ ቀ۲۳٫۶۳۶۷, ۵۰٫۳۶۳۳ቁ 
λ ൌ ሺ۷۹٫۰۰۱۵, ۲۱۲٫۸۷۱۲ሻ 

	ሻߚሺ݌ݔܧ ෠ߠ ൌ ۶۶٫۱۶ 
መߣ ൌ ۲۲۷٫۸ 
መߚ ൌ ۰٫۰۱۹۵ 

∗ߠ ൌ ۷۰٫۷۲۴۱ 
∗ߣ ൌ ۲۹۳٫۰۰۰ 

෣ܶܶܧ ൌ ۲۱۹٫۳۸۲۳ 
۱۰۲٫۵۰۰ OBTT= θ ൌ ቀ۴۲٫۸۷۰۸, ۸۹٫۴۵۱۸ቁ 

λ ൌ ሺ۷۹٫۰۰۱۵, ۳۷۶٫۷۷۶۳ሻ 

گیـریم. بـرای  برای بررسی نیکویی، معیارهای مورد بحث در بخش قبلی را در نظـر مـی
ای از آزمــون آمــاری در زیــر آمــده اســت  ی صــفحه لنــت ترمــز، خلاصــههــا دادهمجموعــه 
   ).۱۲(جدول
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  ع

Exp	

ݔܧ

 سـت.
نحنـی 
حـالی 

یـق و 
زمـون 
 نـوع 
آوردن 

              ي تصادفي

.....  602 - 569صص 

توزيع ‐L	

pሺμ,	ߚሻ 567 
	ሻߚሺ݌ݔ 814 

 بسیار خوب اس
منح و پـارامتری،

ـی اسـت، در ح

  
ی بـه نتـایج دقی
سـتانه، زمـان آز
ر گرفتن هر دو

دسـت آ هرای بـ

ي هاي سانسورشده ه

، ص1396ار و تابستان 

  ی برازش مدل
Log	L AI	

195/76 1352 
218/47 6294 

ی دو پارامتری
وزیع نمـایی دو

تجربـ cdf حنی
  کند. مل می

نت ترمز دیسک
μ برای دستیابی

ردن پـارامتر آس
رو، با در نظر ن

سـتانه بـررامتر آ

 دو پارامتري با داده

بها، 1  ي ، شماره28ل ا

های نیکویی  آماره
IC BIC	

397/2 /2018 
441/4 /0071 

که توزیع نمایی
که برای تو ست،

ر نزدیک به منح
عم  cdfمنحنی

برای طول عمر لن 
μرامتر آستانه 
ـس از وارد کـر

از این ی است.
معرفی یک پـار

  ت.

يك در توزيع نمايي

اس، ي آمار رسمي ايران

خلاصه -۱۲جدول
C

  ن
D	آماره	

402 0/2236 
445 0/3861 

بینیم ک فوق، می
شده اس ن داده

بسیار cdfیی 
متری دورتر از 

cdfمنحنی  -۲ل
فی پایم که معر

پـس مندتر اسـت.
ی یک پارامتری

کنیم که مع ل می
و ضروری است

ستنباط بيزي و كلاسي

هاي ي بررسي مجله    ...

ج
K‐S	مونآز
P	value  

0/3076  
0/000007 

 از معیارهای 
نشا ۲در شکل 

کسیمم درستنما
نمایی یک پارام

شکل
گیری ، نتیجه می

تی مدل، سودم
ر از توزیع نمایی

تحلیل و تجربی،
ق بسیار مفید و

اس

  ...................

ECDF	
	شكل

	2شكل 
	

  
با استفاده
همچنین د
برآورد ماک
که توزیع نم

در نهایت،
دوره گارانت
بسیار کمتر
برآوردی و
نتایج دقیق
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  گیری نتیجه – ۸
های تصادفی سانسور شده اغلب در تجزیه و تحلیل بقا و نظریـه قابلیـت اطمینـان  داده

ی تصـادفی سانسـور شـده ها دادههای آماری مختلف،  ، با توزیعها نوشتهدهد. در  رخ می
هـیچ یـک از آنهـا مـدت زمـان گـارانتی یـا  اند. رار گرفتهمنظور برآورد، مورد بررسی ق به

شناسایی پارامتر مکان، بر برآوردهـایی  اند. حداقل زمان بقاء را در مدل در نظر نگرفته
بنابراین، هدف اصلی این  ثیر خواهد داشت.أی طول عمر هستند، تها دادهکه بر اساس 

  سوری زمان است.ی سانها مدلمقاله معرفی پارامتر مکان در طول عمر و 
ی مختلف برای برآورد پارامترهای مکـان و مقیـاس توزیـع نمـایی ها روشدر این مقاله 

ی برآورد کلاسیک مانند روش ها روشدر اینجا  دو پارامتری را مورد بررسی قرار دادیم.
ــتاوری،  ــتنمایی، روش گش ــداکثر درس ــرآورد ح ــرین -Lب ــای کمت ــتاوری برآوردگره گش

بـرای  HPDشد. همچنین برآوردگرهای بیز و فواصـل اطمینـان مربعات در نظر گرفته 
از لحـاظ نظــری، مقایســه  هــای مختلـف آورده شــده اســت. پارامترهـا تحــت تـابع زیــان

سـازی مونـت کـارلو بـرای مقایسـه  پـذیر نیسـت و مـا از شـبیه ی مختلف امکانها روش
ان اسـتفاده هـای قابلیـت اطمینـ عملکرد برآوردگرهای مختلـف پارامترهـا و نیـز ویژگـی

ن مربـع یانگیـمختلف به طور عمـده بـا توجـه بـه خطـا و م یسه برآوردگرهایمقا کردیم.
ــ خطاســت. ــه اطلاعــات پیشــین اضــافی، گ ــا توجــه ب ــز ب اهی اوقــات برآوردگرهــای بی

ی بـرآورد در ایـن هـا روشکرد. برای نشان دادن  را فراهم می MLEهای بهتر از  تخمین
  ست .مقاله، مثال واقعی آورده شده ا
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